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は し が き

私たちは，平成16年 度から3年 間の計画で，日本学術振興会科学研究費補助金 ・基

盤研究 （Ｂ）『高等学校における離散数学を中心 とした新たな教材の開発研究』を行っ

てまい りました。 この報告書は， わが国の高等学校の数学科に新たな内容 として 「離

散数学」を導入することに関 して毎月 １回ぐらいの割合で研究会を開き，実証的に研

究を行ってきたこれまでの ３年間の成果をまとめたものです。

　わが国の高等学校の数学教育は，昭和10年 代後半か ら微分 ・積分を唯一の頂点とし

て， できるだけ多くの生徒をこの頂点に到達することを目指 してきました。このような

できるだけ多くの生徒に微分 ・積分の考え方を身に付けさせたいとい うこと自体は高 く

評価 されるべきことと思います。しか し，現在は，高等学校への進学率が約97％ に達 し

てお り，国立教育政策研 究所教育課程センター ・高等学校教育課程実施状況調査や

OECD・ 生徒 の学習到達度調査 （PISA） によって， 少なか らず の高校生が数学の理解に

困難を感 じた り，数学への興味・関心や数学の社会的有用性についての意識が低かった

りなどとい う問題点が指摘 されてお ります。そこで， このような生徒たちでも数学の学

習において成就感を得 られるような， また数学の社会的有用性がより一層感 じられるよ

うな，微分 ・積分とは異なる数学の頂点を作ることができないかと考えま した。「離散数

学」はそのような頂点の一つとなる可能性を持っているのではないでしょうか。

　この研究は，数学者， 数学教師， 数学教育研究者の共同で行われてお り， さらに，

研究メンバー以外の多 くの方々のご協力を得て行われてお ります。高等学校の数学科

の教育課程に新 しい内容 を導入す るかどうかは，数学， 社会， 生徒などの多方面から

の検討が必要だか らです。

　なお，本報告書に示 されている考えは，個人の考えを述べたものであり，所属機関

を代表 して述べたものではありません。

　お忙 しい中，本研究にご協力いただきました皆様 に心より感謝申し上げます。また，

本研究全般 を通 してお助けいただきま した熊岡昌子 さんにも心より感謝申し上げます。

平成19年３ 月

長崎　栄三
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研究の目的

　本研究の目的は，高等学校の数学において，組合 せ論やグラフ理論な どの離散数学， フラクタルやそ

の周辺領域に関する数学 （以下， 「離散数学を中心 とした内容」 とする）について，新たな教材の開発

およびその評価を行 うことにある。

　具体的には，3年 間の研究期間で，第1に， 離散数学を中心 とした内容において高等学校で学習可能

な内容を選択・分析 し，第2に， これ らの内容に関する諸外国の教育課程や教科書の状況を分析 し，第

3に， 第1，2の 成果を踏まえつつ，我が国の 「個数の処理」な どの内容を発展させ，離散数学を中心

とした内容の教材化を行い，第4に， それ らの教材 を教室において試行 し，実際にどの程度の生徒に

理解され， どの程度の生徒の興味や関心を高めるものになるか どうかを評価し，そして，第5に， 我

が国の高等学校の学習指導要領の数学において，それらの内容にかかわる新 しい内容領域を設定するこ

とを提言する。

研究の内容

　研究は，平成16年 度から平成18年 度の3年 間にわたり，高等学校への離散数学の導入に関して

多岐にわたる研究が行われた。その結果，高等学校の数学科の必履修科 目と選択科 目の両方で離散

数学を扱 うことができる可能性があることが示 された。高等学校で指導できそ うな離散数学の内容

は，必履修科 目では，離散グラフや鳩の巣原理，選択科 目では，離散グラフとそのアルゴリズムや

応用，鳩の巣原理や二値化などである。

　3年 間の主な研究内容は，次の通 りである。

【第1年 次】

　　第1に， 我が国の高等学校への 「離散数学を中心 とした内容の導入」に関する先行研究を収集 し，

分析 した。先行研究はあまり多くはなく，それ らの研究は，数学者， または，数学教育研究者の個人に

よるものがほとんどであり，離散数学を教育課程に位置づけるための組織的な研究ではな く，離散数学

の素材，展開例に関する研究が多かった。

　　第2に， 「離散数学を中心 とした内容」について，我が国で先駆的な研究をしている4名 の数学

者から，高等学校への 「離散数学を中心 とした内容の導入」に関する意見を聴取し，高等学校数学にお

けるカ リキュラムの作成の可能性などについて討議を行った。4名 の数学者は，それぞれ，離散数学の

高校数学への導入の意義を強調 した。一方で，課題 として，次のような点が示された。離散数学の指導

を通して数学教育の目的 としてどのような点を強調するか。離散数学を履修する目標を何に置 くのか。

離散数学の内容 として，何を選択 し，それらをどのように配列するか。連続数学と離散数学の関係をど

のようにするか。必修 とするのか，選択 とするのか。

　　第3に， 英米の 「高等学校における離散数学を中心 とした内容」に関す る研究論文，教科書など

を収集 し，分析 した。アメリカでは，NCTMが1989年 のカ リキュラム・スタンダー ドで離散数学の学

校数学への導入を奨励 し，1991年 報では学校数学における離散数学め扱いについて詳細な報告をして

いる。

　 第4に， 我が国の数学者を対象に， 「高等学校への離散数学を中心とした内容の導入」に関して

自由記述式によって意見を求めた。

【第２年次 】

　第1に， 「離散数学を中心 とした内容」について，我が国で先駆的な研究をしている2名 の数学者

から，高等学校への 「離散数学を中心とした内容の導入」に関する意見を聴取 し，高等学校数学におけ

るカリキュラムの作成の可能性などについて討議を行った。2名 の数学者は，それぞれ，離散数学の高

－ⅷ －



校数学への導入の意義を強調 した。また，離散数学の社会における応用や，数学 とコンピュータの関係

が論じられた。第1年 次から合計で6名 の数学者の意見を聴取した。

　第２ に，英米の 「高等学校における離散数学を中心 とした内容」に関する教科書を分析 した。分析

したアメ リカの教科書では，離散数学は高等学校における数学学習の主流として連続数学と共に位置づ

け られ問題解決型 となっていたが，イギリスの教科書では，離散数学は非理数系の生徒のための 「意思

決定の数学」として位置づけられ，例題 ・問題演習型となっていた。

　第３ に，第１ 年次に行った我が国の数学者を対象にした 「高等学校への離散数学を中心とした内容

の導入」に関する意見調査を，第２ 年次も実施 し，合計で13名 の数学者か ら離散数学の導入に関する

意見を得た。数学者の間では，高等学校への離散数学の導入に関 して意見が賛否両論になっている。

　第4に， 離散数学を題材 とした授業を，高等学校において実践をし，高等学校への離散数学の導入

の可能性について調べた。題材は，鳩の巣原理，アルゴリズム， グラフなどである。 どの授業において

も，生徒はグループでの討議に熱心に参加 してお り，生徒の面からは導入の可能性が大きいことが示唆

された。

　第５ に，第１ 年次，第２ 年次の成果をまとめて研究成果報告書 『高等学校における離散数学を中心

とした新たな教材の開発研究』を刊行 し，関係機関等に配布 した。

【第３年次1

　第1に， 教育課程に新 しい数学を導入する際の基準 としての数学教育の目的，すなわち，人間形成

的目的，実用的目的，文化的目的の３ つの目的に沿って，離散数学の導入を検討 した。第１年次，第

２年次の研究を通して，高等学校の数学科を念頭に置いた場合，離散数学の人間形成的 目的としては，論

理的思考力や表現力の育成が期待でき，実用的目的としては，数学的モデル化能力や現実問題の数学的

問題解決能力の育成が挙げられた。本年度は，文化的目的を明確にするために，数学文化 としての離散

数学の発展の歴史を考察した。

　第２ に，離散数学を題材 とした授業を，高等学校において実践をし，その評価のあり方を調べた。

題材は，鳩の巣原理，離散グラフなどである。評価は，授業中の観察，適用問題のワークシー トの分析，

生徒の問題づくりの分析，質問紙調査による生徒の意識や態度の分析などで行なった。

　第３ に，離散数学を題材 とした教科書の記述例をもとに，中学校 ・高等学校において授業実践をし，

その結果をもとにその教科書の記述のあり方を調べた。題材は，離散グラフで，必履修 と選択の両者に

ついて検討 した。

　第４ に，高等学校で指導する離散数学の指導目標 ・内容 ・用語に関す るメンバーの意見をまとめた。

離散数学を扱 う科 目としては，必履修科目，選択科目の両者に渡った。必履修科 目としては，　 「社会生

活における数理的な考察」などの項 目が挙げ られ，選択科 目としては， 「集合 と論理」， 「離散 グラフ

とその利用」， 「行列とその応用」などの項 目が挙げられた。その内容 としては，必履修科 目の 「社会

生活における数理的な考察」においては，離散グラフや鳩の巣原理な ど，選択科 目の 「集合 と論理」に

おいては，鳩の巣原理，二値化など， 「離散グラフとその応用」においては，離散グラフとそのアルゴ

リズムや応用などである。

　第５ に，高等学校の数学教育関係者を対象にした 「高等学校への離散数学を中心 とした内容の導

入」に関する意見調査を実施 し，合計で12名 の数学教育関係者から離散数学の導入に関する意見を得

た。数学教育関係者は，高等学校への離散数学の導入に関して肯定的な意見であった。

　第３ に，離散数学を題材 とした授業を含めて，高等学校の授業を改善する視点 として，数学的活動

を重視 した授業，評価の観点を利用 した評価の工夫，生徒の数学的活動の評価についてまとめた。

　第７ に，第３ 年次の成果をまとめて研究成果報告書 『高等学校における離散数学を中心 とした新た

な教材の開発研究　最終報告書』　 （本書）を刊行した。
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Ⅰ．高等学校への離散数学の導入
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高校数学への離散数学の導入に関する考え方

　　　　　　　長崎　栄三

国立教育政策研究所教育課程研究センター

【要約】数学科の教育課程に新たな内容 を導入す る場合には，数学，社会， 生徒 とい う3つ の面，

及び， 教育課程への導入方法 とい う点か ら検討す る必要がある。

　わが国の高校生の数学に対す る意識はあま り高 くはないことがいろいろな調査から明 らかになっ

て来ている。一方， わが国の高等学校数学科の内容は主に理科系の生徒が学習する微分法，積分法

を頂点 とす る内容で構成されてお り，そこまで学習 しない生徒に とって，何のために数学を学習 し

ているのかが分か りにくくなっているのではないか， との指摘がある。そこで， あま り多 くの予備

知識がな くても，それぞれの生徒が自分 な りの方法で問題 にアプローチでき， じっくり考えること

のできる内容 を新たに準備す る必要があると考えた。離散数学は，実生活 とのつ なが りも強 く， し

かも，多 くの生徒が改めて新鮮な気持ちで取 り組めそ うな問題が少なくない。わが国の高等学校の

数学科の現状を変える可能性を離散数学が持っていると我々は考えた。そこで本稿では，高等学校

数学科への離散数学の導入に関する検討事項 として，教育 目的， 指導内容， 指導方法， 評価方法な

どの面か ら検討する必要があることを述べた。

1． は じめに

　数学科 の教育課程は，数学， 社会， 生徒などの変化を要因 として改訂 される。教育課程一般 とし

ては，教育課程 を構成す る上では，文化遺産の体系，社会の要請，学習者の特性の3つ の座標軸が

考 えられている （扇谷他，1981，p.7） 。 ここでは文化遺産の体系が，数学である。つ まり，数学，

社会， 生徒のいずれかが変われば，数学科の教育課程はその変化に応 じて変わらざるを得ないので

ある （ハ ウスン他，1987） 。

　わが国の高等学校数学科の内容は，昭和10年 代後半か ら約60年 余 り変わ らず に，現在でもその

内容は 「微分積分」を最終的な到達点 としてきている。戦後，線形代数な どが導入 されたが，基本

的には連続数学の微分積分を学ぶことが主流を成 している。

　 ところが，今 日，数学は，20世 紀後半か ら，「一つずつば らばらに孤立 した対象を扱 う新 しい数

学」である離散数学が急速に発展 し，社会ではこの新 しい数学の応用範囲が急激 に広がっている （例

えば，秋山，2005） 。

　社会は， 高度情報化社会，少子高齢化社会な どへ と大 きく変容 してい る。同時に， わが国は成熟

した民主主義社会 として急激に変化す る社会にあって，価値観が多様化 し，その中で 日々人間は様々

な判断を迫 られている。それだけにこれか らの人間は自ら考え判断することが一層重要になってく

る。

　 さらに，高等学校への進学率は現在，97％ を越 えてお り，その中の大半の生徒は非理工系の生徒

である。社会も高等学校も変わ り，当然， 高校生 も変わって来ている。特 に，最近の高校生の数学

に対する態度はあま り肯定的ではなく， しかも数学の社会的有用性 に対す る意識 も低い （国立教育

政策研究所，2004） 。

　 このような数学， 社会，生徒の現在の状況は， とりわけ，高等学校の数学教育のあり方に再考を
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迫 って い る。

2． 新 しい教材開発の必要性

　高等学校の学習指導要領は戦後7回 全面的に改訂がされている。昭和35年 以降の高等学校数学

科の学習指導要領の内容をみれば， 中学校か らの移行や削除な どの変化や科 目間での移行 などはあ

るものの全体 としてあまり大きな変化 はない。これは，高等学校卒業までに身に付 けさせたい数学

の内容が戦後60年 間であま り変化 しなかった とい うことであろう。 しか しながら，高等学校への

進学率が97％ を超える現在， 高等学校数学科を再考す る必要が出てきているようである。 （長尾，

2004）

（１）数学科では微積分が唯一の頂魚

　第―は， 数学科の内容が主に理科系の生徒が学習する微分法，積分法を唯一の頂点 とする内容で

構成 されている点にある。 このよ うな構成では，微分法，積分法まで学習 しない生徒は，最終到達

点の頂点まで至 らずに高等学校数学の学習を終えることにな り，「何のためにこの内容を学習 したの

か」が分か りに くくなっている。高等学校数学にもい くつかの複数の頂点を置き， それぞれの頂点

まで到達 させ ること，つま り，次の内容を学ぶための準備のためではなく，そこまでに学習 した内

容を活用 し問題 を解決 した り，生徒 自身に内容 を発展させその面 白さを感 じ取 らせた りすることが

必要ではないだろ うか。現行の学習指導要領での数学基礎は，高等学校数学科に複数の頂点をお く

ための試み と考えることもできる。

（２）数学を じっくり考えさせたい

　第二は， 第一 とも深 く関係 していることではあるが，数学科の内容 に取 り組むにはそれ以前に学

習 した多 くの内容を確実に理解 していることを前提としていることである。 ところが， 平成14年

度教育課程実施状況調査数学Ⅰ の通過率の平均は約50％ であ り，「数学の勉強がよく分かる，また

は，だいたい分かる」 と回答 した生徒数 の割合は約35％ であった。もちろん，先に述べたように数

学が分かるか否 かが数学の好感度に影響 しているとすれば，数学が分かることは当然なが ら重視 し

なければならない。ただ し，数学が分かることと問題 を解けることは完全には一 致 していない こと

に注意 しなけれ ばならない。分かっていなくて も，解法パ ターンに当てはめて数学の問題 を解 くこ

とは可能だからである。そこで，数学が分かるようになるためには，基本的な概念 を批判的に，試

行錯誤 しながら学ぶ ことが必要である。中学校の内容 を十分に身に付 けず高等学校 に入学 して くる

生徒が少なくないと言われる現状を考慮すれば，あま り多 くの予備知識 を仮定 しなくて も，それぞ

れの生徒が自分 なりのや り方で試行錯誤 しなが らアプローチでき， じっくり考えることのできる内

容をも準備す る必要がある。

（３）離散数学への着 目

　離散数学 とは，有限で離散的な構造 を扱 う数学であ り，グラフ理論， 組合せ論， 計算幾何学， ア

ル ゴリズム論， 最適化問題などをいい， コンピュータの発達 と相まって発展 してきた数学の分野で

ある。現在， 社会の種々の分野で離散数学が活用 されてお り，離散数学の社会的有用性の高さが示

されていると言 えよう。

　離散数学の内容や特徴などに関す る詳 しい説明は別書に譲 るが，離散数学の内容や 問題の特徴に

ついて，次のよ うなことがあげられている。「多 くの予備知識を仮定 しな くても解決できる問題が多

い」，「いろいろな方法で解決できる問題が多い」，「問題の解決 を通 して，数学の有用性をは じめ，

数学的な見方や考え方のよさを感 じ取ることができる」，「比較的新 しい数学の分野であるので，学
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習 したことが研究の最先端 と重なることもある。 したがって，数学の研究の面 白さに直に触れ るこ

とができる」な どである。

　離散数学 とい う新 しい数学は，数学 としての発展性 も豊かであり，実生活 との結びつきも強 く，

しかも，そ こには多 くの高校生が改めて新鮮な気持ちで取 り組 めそ うな問題が少なくない。離散数

学は，わが国の高等学校の数学科の新 しい内容 として現状を変 える可能性が大いにあると考えられ

る。

３．わが国の現在の小中高校の算数・ 数学科における離散的な内容の扱い

　現行の小中高校 の算数 ・数学科の学習指導要領には，「離散数学」とい う内容領域はない。しか し，

離散数学を，有限で離散的な構造 を扱 う数学で，重い計算をす るよりは言葉で考 え論証す る数学で

あると捉 えると，現行の小中高校の算数 ・数学科の内容にも離散的な内容はある。

（１）小学校算数

　第1学 年の数 と計算は， ものの個数を数 えることの活動 を通 して進 めるな ど自然数 を扱っている

ので離散的 と見 ることができ，また，第3学 年か ら5学 年にかけての資料の分類， 整理などの統計

的な内容にも離散的なものが含まれている。

　第3学 年から5学 年にかけての平面図形 の敷き詰めは，帰納的な考 えではあるが，離散的な思考

を行っていると見ることができる。

（２）中学校数学

　 「数 と式」領域の整数関係は，基本的には離散的である。 さらに，中学校2年 の確率の樹形図の

利用は離散的である。

（３）高等学校数学

　高等学校の数学の各科 目には，多 くの離散的な内容が含まれている。

①数学基礎 ：数学と人間の活動， 社会生活における数理的な考察， 身近な統計

　　数 と人間，図形 と人間，社会生活 と数学，身近な事象の数理的な考察， 資料の整理，資料の傾

向の把握

②数学Ａ ：集合 と論理，場合の数 と確率

　　対偶， 背理法， 順列 ・組合せ， 二項定理，数学的確率 ・公理論的確率， 余事象

③数学Ｂ ：数列， 統計 とコンピュータ，数値計算 とコンピュータ

　　漸化式 と数列， 度数分布， 相関図， アルゴ リズム

④数学Ｃ ：行列 とその応用，確率分布

　　行列， 確率の計算， 条件つき確率， 二項分布，標本調査

（4）数学科の新 しい内容としての離散数学

　 これまで述べてきたよ うにすでにわが国の算数 ・数学科の教育課程 には多 くの離散的な内容が含

まれている。 しかしながら，私たちは， これ らを含めて，新たに鳩の巣原理の有用な考え方やグラ

フ理論などを取 り入れた らどうかと考えている。以下では， これまでの離散的な内容 と，鳩の巣原

理や数え上げの原理な どの基本原理及び グラフ理論な どの新 しい離散数学の内容 とを合わせて，「離

散数学」 と言 うことにする。

　次に，改めて， このよ うな離散数学を高等学校の数学に導入すべきか どうかを検討す る。
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４．教育課程への新 しい数学の導入についての考え方

　教育課程に新 しい数学を導入するには，少なくとも，その教育 目的 と指導内容 ・指導方法 ・評価

方法の2つ の面か ら検討する必要がある。後者の，指導内容 ・指導方法 ・評価方法は，単元構成 と

も言 える。

（１）教育 目的か らの検討

　数学教育の 目的は，最近では，主 として，人間形成的 目的，実用的 目的， 文化的 目的の3つ から

語 ることができる （日本数学教育学会教育課程委員会，2006） 。

　数学教育の 目的としての，人間形成的 目的 とは，数学を通 して人間が持 っている能力な どを育て

ようとす るものであ り，実用的 目的とは，数学を使 うための知識や能力を育てるものであり，文化

的 目的 とは，数学のよさを知 らせるものである。それぞれの 目的は， それぞれの特徴を持ってはい

るが，当然なが ら互いに重複 してもいる。具体的には，次のようなものである （長崎他編，2007）。

　　数学教育の人間形成的 目的 ：数学を通 して人間を育てる

　　　 自律的な態度を養 う，真理感情を養 う，考える力を養 う，判断力を養 う，考え合 う力を養 う

　　　な ど。

　　数学教育の実用的 目的 ：数学を使えるようにする

　　　数， 量， 図形に関す る知識を身に付けさせる，計算力を養 う，表や グラフや図で表現 し解釈

　　　す る力を養 う，数学的モデル化の力を養 う，問題解決の力を養 うな ど。

　　数学教育の文化的 目的 ：数学のよさを知 らせる

　　　数 学の偉大 さを知 らせ る，数学の社会的有用性 を知 らせ る，数学の美 しさを味わわせ る，

　　　 数学の楽 しさを味わわせ るな ど。

　 普通教育 にお いて， 新 しい内容 を教育課程に導入 しよ うとす る場合には， その内容 が， この

よ うな，人間形成的 目的，実用的 目的，文化的目的とい う3つ の 目的を満た していることが必要で

ある。専門教育においては， これ らの うち，主 として実用的 目的が重視 され るが， 普通教育 におい

ては教育 目的を総体的に捉える必要がある。

　離散数学を高等学校の数学科 に導入する際には，必履修科 目への導入については，上記の3つ の

目的を満たす必要がある。選択科 目への導入については，特に実用的 目的， すなわち，将来 の数学

の研究，諸科学の研究，職業への応用な どについて明 らかにしてお く必要がある。

（２）教育内容 ・指導方法・ 評価方法か らの検討

　 新 しい数学が， （1）での述べた教育 目的を満た した場合， 今度は， それ を指導内容 ・指導方法 ・

評価方法か ら検討する必要がある。 これは言い方を換 えると，単元 として構成できるかどうかを検

討することである。

　 新 しい数学を単元 として構成す るには，大きく分けると，2つ の方法がある。一つ は，それを既

存の単元の中に埋め込む方法であ り，もう一つは，それによって新 しい単元を構成す る方法である。

　 既存の単元の中に埋め込む場合 には，新 しい内容 と性格が類似 した単元を探 し，その単元の一つ

の項 として扱 うことになる。この場合には，新 しい内容は分量 としてはさほ ど大 きくなく，1つ の

原理や定理，その応用問題数題な どで構成され，1,2時 間で指導できるものであろう。このような

例 としては，平成11年 の高等学校学習指導要領の改訂で，相似形の面積比 ・体積比や球の表面積 ・

体積が中学校数学から数学 Ｉの 「図形 と計量」に移行 されたことがあげられ よう。

　 新 しい単元を構成す る場合には，その単元を一定のまとま りのある内容 としなければな らない。
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このような新 しい単元を構成す るには， 「少なくとも3種 の素材が必要である。すなわち，導入 の

ための素材， 展開のための素材， 評価のための素材の三つである」 （島田，1970） とされている。

さらに，それ らについて，それぞれ次の ように説明 されている。「導入 問題の問題の意味 と必要性が，

それ以前の学習によって興味あるもの としてわか りうること」，「1か月 ぐらいの授業で，従前の学

習を基礎 としてその内容 の中心定理に達す ることができ， この定理によって， 導入問題の解法に対

するアルゴ リズムが得 られること」，「その内容が契機 となって新 しい問題 に発展 しうること。 この

ことは，その展開の過程 に数学 として重要ないろいろな考 え方の具体例を含 んでいるとい うことで

ある」 とされている。なお， ここでの単元構成においては，背景 となる指導方法 として， 問題解決

学習が前提 とされている。

　離散数学を既存の単元に埋め込む場合には， 内容の類似性か らす ると，鳩の巣原理 を 「集合 と論

理」に入れ るようなものであ り，考え方の類似性からす ると，離散 グラフを 「社会生活における数

理的な考察」に入れるようなものである。

　離散数学で新 しい単元を構成す る場合には，そこでの目的， 中心 となる概念， 身に付 ける技能，

応用できる問題などを明確に しなければな らない。

5． 高等学校の数学科への離散数学の導入に関 しての検討事項

　わが国の高等学校の数学科の教育課程に離散数学の新 しい内容 を導入するためには， これまで明

らかにしてきたような，現在の数学科の教育課程の特徴や高校生の数学学習の現状に加 え，離散数

学 との関わ りで次のようなことを明らかにする必要がある。これ らの研究は，数学者，数学教師，

数学教育研究者の共同作業 となる。

（1）学校教育への離散数学導入に関する先行研究の検討

①わが国における離散数学導入に関する先行研究

　諸外国の動 向に応 じてわが国で も，1990年 代か ら離散数学の導入 に関す る研究が行われ るように

なった。そこで， これまでのわが国の数学教育界での離散数学の扱いに関する研究状況を明 らか

にする。

②諸外国における離散数学の導入の実態

　世界には離散数学を積極 的に取 り入れている国々がある。それ らの国々の教育課程 における離散

数学の履修の仕方や教科書における離散数学の扱い方 を明 らかにする。例えば，アメリカやイギ

リスが離散数学を高等学校に導入 している。

（2）高等学校数学科における離散数学の教育目的

　数学教育の 目的，すなわち，人間形成的 目的，実用的 目的，文化的 目的とい う3つ の 目的 と，高

等学校 における離散数学の関係 を明らかにす る。 これ らの関係が明らかにされ ることで，離散数学

の高等学校への導入の前提が満た され る。

①離散数学の人間形成的 目的

　高等学校の数学科で離散数学を題材 とすることで，生徒の思考力や態度の形成に貢献できること

を示す。例えば，鳩の巣原理の学習で論理的思考力が育成 され，離散グラフの学習で表現力の育

成が期待できることを，それ らの特質か ら明 らかにす る。

②離散数学の実用的 目的

　高等学校の数学科の離散数学が， 高等学校の数学や他教科の学習， さらに進んだ数学の学習や研

究，諸科学の研究，職業などにおいて使われてい ることを明 らかにする。例えば，離散 グラフに
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　おける考え方が，数学的モデル化や現実問題の数学的解決に使えることや，鳩の巣原理の考え方

　が，数学や現実世界の問題の解決に有用であることを示す。

③離散数学の文化的目的

　離散数学が，文化としての数学の一部であること明らかにする。例えば，離散数学の本質や離散

　数学の歴史的発展を明らかにしたり，諸科学に応用されて来たりしていることを示す。

（３）高等学校数学における内容としての離散数学

①わが国の現在の小中高校における離散数学の扱い

　離散数学は，現在の内容にも散見できる。そこで，わが国の現在の教育課程における小中高校を

　通した離散数学の内容を明らかにする。

②高等学校における離散数学の扱い

　高等学校に離散数学を扱う場合の目標，内容，用語 ・記号などを明らかにする。

③高等学校における離散数学の教材化

　高等学校や中学校における離散数学を扱った研究授業の計画，実施，検討を通して，離散数学の

　高等学校における教材化のあり方を明らかにする。そこでは，単元の扱い方，さらに，教科書の

　記述例のあり方を検討する。

（４）高等学校数学における離散数学の指導方法

①高等学校における数学の指導のあり方

　高等学校における数学の指導のあり方，特に数学的活動を中心とした授業のあり方について検討

　する。

②離散数学を内容とした指導のあり方

　高等学校や中学校における離散数学を扱った研究授業を通して，離散数学の指導のあり方を明ら

かにする。特に，グループ学習や，数学的活動などの面に注目する。

（５）高等学校数学における離散数学の評価方法

①高等学校の数学科における評価のあり方

　高等学校の数学科における評価，特にわが国で最近実施されている観点別評価を検討する。さら

に，数学的活動を中心とした授業における評価のあり方を検討する。

②離散数学を内容とした評価のあり方

　高等学校や中学校における離散数学を扱った研究授業を通して，離散数学の指導や評価のあり方

を明らかにする。

（6）離散数学の学習可能性 ：生徒の面からの離散数学の検討

　離散数学を高等学校数学科の内容として導入した場合の学習可能性を確かめるために，高等学校

や中学校において離散数学の内容に関する研究授業 （長崎ほか，2004） を行い，授業中 ・授業後の

生徒の反応を検討する。

①授業中の生徒の活動

　離散数学を扱った研究授業中に，生徒はいかに考え，生徒同士や生徒と教師がどのようなやり取

りを行うかを明らかにする。

②授業を通した生徒の成果

　離散数学を扱った研究授業後に，生徒の感想文やワークシー ト，ノートなど分析して，生徒が離

散数学をどの程度理解し，離散数学の学習を通して何を身に付け，離散数学や数学に対してどの

ような意識を持っているかを明らかにする。
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（７）離散数学の導入についての諸階層の人々の意見

　離散数学の数学的系統性や教育的可能性について明らかにす るために，数学者や数学教育関係者

の考えを明 らかにする。

①数学者の意見

　離散数学の数学的系統性 の立場か ら，高等学校への離散数学の導入についての判断を明らかにす

る。

②数学教育関係者の意見

　離散数学の教育的可能性の立場か ら，高等学校への離散数学の導入 についての判断を明らかにす

る。

６．おわ りに

　私たちは， これまで，高等学校数学科の新たな教材 として離散数学を考え始 めた理 由な どを述べ

てきた。ただ し，研究するに当たって，初めか ら 「離散数学あ りき」，ではなく，離散数学を導入す

ることに対 して数学者は どのような意見を持 っているのか，離散数学を導入す るとすれば どのよう

な趣 旨で導入 するのがよいか，その趣 旨を生かすためには どのような内容にすべきか，実際にその

内容で教材は作成できるのか，その内容で授業をするときどのような点に配慮すべきかな どを丁寧

に検討 していくことが必要不可欠であると考 えている。 この検討 の中で， どうして も乗 り越えられ

ない問題が出て くれば， どのように魅力的な内容 でも，高等学校数学科に導入す るのは無理だから

である。そのため，検討は誠実さ，粘 り強 さ，及び細心の注意が必要である。また，現在のわが国

の高等学校の数学科の授業は大学入試の影響を強 く受けてお り，問題の解法の説明 と問題練習が中

心の授業にな りがちだと言われている。可能であれば， そのよ うな授業を変えることも視野に入れ

た研究にすべきである。
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高等学校へ導入する離散数学の有効性について

　　 景山　三平

広島大学大学院教育学研究科

【要約】数学は，科学を記述する言葉， 論理を通 して理解する学問，思考文化の構造， な どと捉え

ることができ，暗記する学問でも計算でもない。その数学教育の 目的を，数学の有用性， 文化 ・教

養性， 陶冶性 の面か ら記述 しまた認識することができる。 しか しなが ら現在，無限 と連続で象徴 さ

れ る微分積分を頂点 とした伝統的な高等学校数学カ リキュラムの中で，数学離れ等が起 こっている。

本稿では，その現状を打破 し高校生に健全な数理感覚を醸成するために，高等学校数学教育に新 し

い分野の離散数学を導入することを提案 し，その意義，必要性，特徴，育成できる特性， 有用性，

内容等を論 じる。

１．導入の必要性

　教育現場では生徒の多様性 とカ リキュラムの多様性が ミスマッチを起こし，「数学嫌い，数学離れ」

の現象が起 きている。多 くの高校生は高々 「数学 Ⅱ/数学B」 まで しか学ばない。実際， 「数学 Ⅲ/

数学C」 まで学ぶ高校生は高々20％ 程度であり，さらに数学を修得 しなくてもよい とした学科が

6％ 程度 もある （国立教育政策研究所教育課程研究センター，2004）。このような中でも，高校生に

対 して種々の数学を示すことで数学の広さやその多様性 を知 らせることは重要な ことである。また，

数学は学習す るとい う行為なしには学習意欲もわかない し，学習す る時間が少な くなれば学力は一

般には低下す る。これまた 自然なことである。

　そこで，新たに離散数学に関する教材を何 らかの形で系統的に導入 し，その内容の学習を通 して，

このような現象をくい止めるための歯止め対策 としたい。この試みは21世 紀型学力の育成に数学か

ら迫るものである。 ここで述べる離散数学 とは，有限で離散的な構造を扱 う数学で，基本的には，

重い計算をす るよりは，言葉で考え論証する数学であ り，豊かな発想 と論理的な思考力が特に求め

られるものである。

　今 日まで種々の教科書で，パズルのような問題が紹介 され， 高校生が今まで知 らなかった内容に

よる目新たらしさ，その問題 自体への取 りかか りのよさ，新鮮 さや面 白さが強調 されているが，そ

れ らは離散数学の一端で小 さい入 り口を示しているにす ぎない。高等学校 の数学教育活動において，

その一つ の新 しい扉を開いて中に踏み込み，道の両側に咲 く草花， 木々又 は湖な どを楽 しむ ことの

できる世界を紹介する必要がある。その中で，今まで知 らなかった新 しい数学の世界を生徒達に感

得 させ，楽 しむ心をもって高校数学を勉強す ることのできるエネルギーを与えることが求められて

いる。

２．離散数学の特徴

　体系的な知識や技能の積み重ねを必要 とす る伝統的な連続数学を中心 としたカ リキュラムの中に，

多様な内容の離散数学 （全体的には体系的ではなく，その都度考え工夫する内容が多い）を加味す る

ことを考え，情報を図（グラフ）等で表現 ・思考す ることの良さを感得させ る必要がある。 同時に，

この分野は数理構造を視覚化 しやすい面をもっていることにも注 目すべきである。本来離散数学の
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特徴は， ある対象のものを数 え上げる行為で もある。これは， －定の条件下である性質を満たす場

合の数 を求めることにつながる。一般 には，有限で離散的な対象を扱 う分野 としての問題は，大別

して，存在問題 （構成問題），数 え上げ問題， 特徴づけ問題， 最適化問題， を挙げることができる。

これ らに共通する一般的な特徴を次に示す。

　 （１）　 問題解決の前提 となる知識や技能が少なくて考えられる場面を設定できる。

　 （２） 能力 （アイデア）に応 じて多様な解法が考えられ る（着想の転換）。

　 （３）　 身近な事象， 特に，社会的事象から題材 を得やすい。

　 （４）　 アル ゴリズムの開発が中心的な課題 の一つである。

これ らの特徴が生かせ る離散数学に関す る内容の教材化が重要 となる。

　また，離散数学が応用 されている領域等については，例えば，本冊子第II章 の秋 山仁 ・酒井利訓

の原稿 を参照されたい。

３．命題からみた離散数学の一つの位置づけ

　高等学校における数学の内容 を命題 からみると，存在命題の一部の場合が欠落 している。命題 と

は， 真，偽を判定す ることが可能な文章や式を指す。今， 「p（x），x∈U」 を命題関数 とすると，

命題は二つに大別できる。

　 （Ａ）全称命題 ：「p（x）∀x∈U」 （すべてのxに 対 して）

ここで，例 えば，Uを 自然数の集合 とお くと， これは数学的帰納法（棋倒 し， ドミノ倒 し）での論証

に対応す る。この内容 は 「数学Ｂ 」で扱われている。高校数学では，多 くの場合 この全称命題を扱

っている。

　 （Ｂ）存在命題 ：「p（x）〓x∈U」 　 （あるxに 対 して）

ここで，集合Uに ついて更に二つの場合が考え られる。それは，（１）Uの 濃度が無限， （２）Uの 濃

度が有限，の場合である。まず， （１）の場合は，高等学校ではよく扱われる。例えば，整式の除法

における商 と剰余の存在定理 （「数学Ⅱ」），中間値の定理， 平均値の定理 （「数学 Ⅲ 」），ロルの定

理，等に対応す る。次に， （２）の場合に対応 した問題の解決に有用なものの中に，『鳩の巣原理』

（デイ リクレの原理，引き出し論法，部屋割 り論法）と呼ばれるものがある。これは，一般には 「自

然数n，kに 対 して，　nk＋1個 の対象をn個 のクラスに分類す ると，少な くとも1つ のクラスはk＋1

個以上の対象を含む。」，または 「p＋q－1羽の鳩が２つの巣を共有 しているとす る。すると，少なく

とも1つ の巣にはp羽 の鳩がいるか，も う1つ の巣にはq羽 の鳩がいる。」と表現されているもの

であり，ごく自然な原理である。高等学校 の現行教科書を調べてみると，「数学Ａ 」数研出版 （2003）

の 「第1章 場合の数 と確率」 （p.16）に鳩の巣原理の紹介がある。特に，離散的な数理現象に対 し

て （1）の中間値の定理の考え方を （２）の場合に応用 したことに注 目したい。例えば，本来 （２）

のカテゴリーに属する離散現象 の等分問題に関するパ ンケーキ定理等がそれに相 当する。高等学校

数学において， この場合 （２） の存在命題をもっと扱ってもよいのではないかと考える。それは，

生活や社会の中で数学が役立っていることを感得できる存在命題 について思考する経験をもつ こと

は，数学の有用性やネ ッ トワークなど他分野への応用の可能性等を理解する上で大切であると判断

しているからである。

４．育成できる特性

　離散数学に関す る内容の教材化を視野に入れるなど，既存の教材以外をも用いて，数学の世界の
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広 さを生徒達に伝えていくことは，算数 ・数学嫌いの多い中，極 めて大切である。それによって思

考の楽 しさを共有でき，生徒の主体的な学習活動の活性化 につなげることができる。 このことは，

高等学校までの数学や大学での線形代数学 とか解析学などは，多 くの場合， 自分の頭の中で内容 が

鮮明でな くとも，公式を覚え，それにあてはめ，またそれ をうまく使 うテクニックを身 につけてい

れば，問題は解 ける， とい うように感 じているのでは と考 えるが，離散数学の問題を解 く際には，

何 となくでは解 けない場合が多いことにも表れている。

　 そ こで，教材化の意義を明らかにす るためにも，離散数学に関連 した教材で次に述べ るポイン ト

を育成できることを主張したい。 これ らのことが離散数学を高等学校の数学教育の中に導入する理

念の明確化 につながる。そのポイン トとは，

　 （１）考 える意欲の喚起 と，数学的な見方や考え方

　 （２）柔軟な思考力 （鋭い着眼点， 思考の自由性， 多面的にものを見る力）

　 （３）問題 に潜んでいる数理構造 を見つ け出す能力

　 （４）アル ゴリズム的問題解決能力

　 （５）数学を活用す る能力や態度 （思考の楽 しさ）

　 （６）学習意欲の喚起 と， （連続）数学に対する積極的な学習態度

　 （７）言葉での説明が多い ことに起因する論理的表現力

　 （８）人間本来の知的好奇心や美への探求心

等を挙げることができる。無論，これ らは従来の連続数学をフィル ター としても育成できるはずで

あるが，現状では多 くの高校生に とって困難 な状況にある。

4.1.手 段

　上記のポイン トを育成す るための離散数学に関する教材 を導入する実際的な教育場面を考えると，

「数学基礎」，場合の数 と確率，集合 と論理，順列 ・組合せ （「数学Ａ 」），数列 （漸化式 を立てる）（「数

学Ｂ」），行列，数値計算 とコンピュータ，「総合的な学習の時間」，「学校設定科 目」，の中で教育活

動展開が可能 となろう。最低で も，単元 「個数の処理」 （旧数学 Ｉ）の復活は考えたい。

4.2.方 法

　離散数学に関す る新たな単元の創設 としては，先ずは， 高等学校文科系生徒，職業科生徒等を対

象 としたものでも良い。「数学III， 数学Ｃ」まで学ぶ生徒の割合 はそれ ほど大き くなく，その内容

以前までで数学の学習を終えている多 くの生徒に，数学的思考の多様 性を示すことで，健全な数学

観を醸成す る必要がある。その 『導入方法』 としては，次の2通 りが考えられ る。

　　 （１）　 1つ の科 目 ・単元等 として独立に設定する場合

　　 （２） 通常の授業の中で トピック的に設定する場合

それぞれの設定には特徴があるが， 前者は，系統的な内容で授業を構成することができる点で望ま

しい。 このスタイルでは，それな りに授業時間が確保でき，そ して離散構造の森 に一部入 り込む こ

とができ，前述 した育成すべき資質の獲得の確認作業が しやす くなる。即ち，学校数学的視点での

体系化の必要性か らくる問題である。一方，後者の位置づけでは，スポッ ト的な授業時間の確保 で

の展開になるので，生徒に一般には離散的な数理思考のよさの意義が有意 に伝わ り難 く，その場面

だけでの楽 しさを感 じることだけに終わ りがちである。 よほど授業の展開を工夫 しない限 り，真 に

身に付 くものがない という恐れがある。 このように授業の構成には十分な配慮が必要 となる。
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５.指 導上の留意点

　 離散数学の内容を授業の中で展開する場合には，教師も思考を楽しんでいる姿勢を見せながら，

次の3つ の点には特に細心な注意が必要 となる。

　　（１）　 多様で十分な思考活動時間の確保

　　（２） アルゴリズムの背後 にある考え方やアイデアの意識化

　　（３）　 基本的にはグループ学習形態での実施 （一斉授業では行わない）

これ らの活動を保証せず して，離散数学の教材 を通 して，数学嫌い，数学離れをくい止める役割を

演 じることは出来ない。特に，（１），（３）については，研究授業を通 してもその重要性は確認 され

ている。

　 さらに具体的な指導方法は，本冊子の第V章 でま とめられるいくつかの研究授業実践に対する多

角的な検討 を通 して提示 されるもの と考 える。

６.問 題点

　 離散数学全体の学問 としての体系化 はなされていないが，考察手法 として体系化 されつつある。

それを確率的手法，線形代数的手法な どにみることができる。 では， どのよ うな分野があるのだろ

うか。それ らは，組合せ論 グラフ理論， ラムゼー理論， 極値集合論， デザイン理論，符号理論，

離散幾何学，最適化理論， マ トロイ ド理論等である。実に多岐にわたっている。 このことが離散数

学に関する教材の作成に際 して話題の宝庫 とな りうることを示 している。 と同時に，有機的に考え

ない と種々の分野か らのつまみ食い的な内容で構成する危険性 をは らんでいる。

　 1736年，L． オイラーはケーニヒベル グの橋の問題 と呼ばれ る問題をグラフ理論的考察で解決 し

た。オイラーの一筆描き定理である。教材化 しやすい話題である。また，1996年 までの 目本のグラ

フ理論 とその周辺の離散数学の歩みについての調査を秋山仁 （1996）に見 ることができる。

　 現在，分野毎には体系化 されつつあるので，高等学校数学 レベルでは教材化作業に問題はないが，

教師の数学観が影響す る可能性がある。即ち，伝統的連続数学信奉者である。 このことは，離散数

学の内容の話題 についての選択の幅及び適切に選択すべき内容 に影響する。 これ らは，現場教師が

離散数学を落 ち着いて学んだ経験を有 していないことに起因す ると考 えている。

７.離 散数学の基礎

　 その都度， 忍耐強 く考 える力があれば，基礎的なものとして特 に挙げる必要を感 じないが，伝統

的なこととして下記の事項についての理解ができていると，い ろいろな問題等を把握 し思考する時

間を節約できるとい う意味で有用であろ う ：

　 （1）集合 と集合演算，　 （2）集合の分割 とスター リング数，　 （3）場合の数， （4）和 と積 の法則，

（5）順列 と組合せ， （6）数学的確率 （古典的確率），（7）数の分割 （分割数）とヤング図形 （または

フェラーズ図形），（8）数学的帰納法，（9）包除原理，（10）鳩の巣原理，（11）二項定理 と多項定理，

（12）命題 と論理演算， （13）関係 と関数， （14）フィボナ ッチ数， （15）線形不定方程式， （16）母関

数， （17）漸化式関係。

８．離散数学内容の提案

　高等学校において，3年 間に亙る離散数学のカ リキュラムは不必要で，連続数学の中に如何 に居

場所を見つ けるかが鍵 となる。高々1年 間のカ リキュラムで十分であろう。 しかしなが ら，第6節
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で述べたよ うに多岐にわたる分野が存在する上，指導時間数にも関係す るので，どのような （到達）

目標に対 して どんな内容 を導入することが適切であるかを検討す る必要がある。

　離散数学の問題 には，大きく分けると2つ の場合がある。それは，その間題 の解が一般的に式表

現できる場合 （解の公式の存在等） と，式表現できない場合である。前者は，学校教育の場面に導

入 しやすいが，後者は，導入が難 しい。それは，解を探すのに時間を要する場合が多いか らである。

しか しなが ら，そこには思考の楽しさを見出すことができる。

　高等学校数学教育の中に導入す る離散数学の内容については，以下の骨子 （１），（２），（３），（４）

で構成することを提案する。

（１）原理について

１）数 え上げの基本原理

　　ある事象がn1通 り起 り，引き続いて第2番 目の事象がn2通 り，さらに引き続いて第3番 目の

事象がn3通 り起 る，…　 。 このとき，

　　　和の法則 （各事象のどれかが起 る場合の数は，n1＋n2＋n3＋ …通 りである。）

　　　積 の法則 （各事象が示 された順序ですべて起 る場合の数は，n1n2n3… 通 りである。）

２）包除原理 （包含 と排除の原理，包含 と排除の法則， 和積定理 とも呼ばれ る ；ある集合の要素数

を数 えるために，その集合 に含まれてはな らないものを除外 し，不当に複数回除外 された もの

を補正する方法。簡単な一例をあげると，二つの集合Ａ とＢ に対 して，その和集合の要素の数

は，Ａの要素数 とＢ の要素数 を合わせたものから，ＡとＢ に同時に入っている要素の数を引い

た ものである （「数学Ａ」の単元 （２）集合 と論理， にある），となる。本原稿末 「資料」IIも

参照）

３）鳩の巣原理 （第3節， 及び本原稿末 「資料」Ⅰを参照）

（２）数え上げ

１）順列 と組合せ （「数学Ａ」の単元 （３）場合の数 と確率， の内容）

２）二項係数 と二項定理 （「数学Ａ」の単元 （３）場合の数 と確率， の内容）

３）線形不定方程式の解の個数 （ディオファン トス方程式 ；複数個の変数 に関す る一次方程式の整

数解の個数を求める。例えば，方程式x＋y＋z＝5の正の （又は非負の）整数解の個数 は６ （又は

21） である。）

４）分割数 （い くつかの自然数の和に分割する方法の総数 ；例えば，5の 分割数は，その分割が，

　　5,4＋1,3＋2,3＋1＋1,2＋2＋1,2＋1＋1＋1,1＋1＋1＋1＋1,であるので，7と なる。） ここでは，順番は

　　無視す る。上の例 で言 えば，例 えば，3＋1＋1と1＋1＋3は 同じと見なす。

5） 再帰的関係 （数列のn番 目の要素 とそれ より前のい くつかの要素 との関係 ；これ らの関係を表

す式を漸化式または差分方程式 ともい う。プログラミングでは， 自分 自身を呼び出すアルゴ リ

ズムを再帰的アル ゴリズム とい う。フィボナッチ数列，ハノイの塔の問題はその典型例。「数学

Ｂ」単元 （１）数列， の内容 もある。）

（３）グラフ 理論

次の２種類の内容で構成す る。

１）課題をグラフ理論的に捉 えることにより有効に解決できる題材 ：

　　一筆書き問題 （ケーニ ッヒベル グの橋問題― オイラー路，ハ ミル トン閉路）など，問題を点 と

線でグラフ構造化 し捉え直すことにより解決する課題 を扱 う。

２）グラフ理論の諸基本概念 （平面 グラフ，完全 グラフ，1因 子分解，木，2部 グラフ，交グラフ，
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マ ッチング ーホールの結婚定理―， グラフの隣接行列， な ど）：

基本的には，その概念を用いた議論結果が応用 （アル ゴリズム，交通問題，ネ ッ トワーク，ゲ

ームなど）を有するものに限る。また，数学的不変量を感 じる意味で， オイラーの定理 （ある

平面グラフにおける面の数，頂点の数， 辺の数に関する関係式）も興味深い。2部 グラフやマ

ッチングなどは関数や関係の項 目に追加 しても学習できる。

（4）離散数理を楽 しむ

　思考そのものを楽しみ味わ うために，応用場面等をもつ種々の問題 について考える。例えば，可

視性問題 （美術館問題 ；n角 形の形を した美術館がある。何台かの監視カメラを館内に設置 し壁に

展示 してある絵画を監視 したい。カメラは高々何台必要か。），巡回セールスマン問題 （セールスマ

ンが全ての顧客を回 り元に戻 る最短経路の発見 ；離散アルゴ リズムでの近似解法 ；効率よく解 くこ

とが困難），パンケーキ定理 （平面上 に任意に与えられたn個 の赤点 とm個 の青点に対 して， これ

を同時に２等分す る直線が存在す る。），ハ ピー ・エン ド問題 （どの３点も同一直線上にない任意の

5点 に対 して， ある適当な４点を選びその4点 で凸四角形ができる。），カー クマンの女学生散歩問

題 （分解可能釣合い型不完備ブロックデザインの構成問題 と同値），畳敷き問題 （パ リティ，２値化 ；

問題の構造を視点を変えて捉 え，偶数，奇数 の特性を用いて解決する。），パスカルの三角形の性質

（パスカルの三角形中の両端を除く各数は，その数の斜 め左上 と右上の数の和，三角形 は左右対称，

n＋1段 目のn＋1個 の数の総和は2n， 等），ハ ノイの塔問題 （漸化式 ；3本 の棒を使っていくつかの

円盤 を移動させ る問題），配線問題 （平面上に赤点，青点がそれぞれ10個 ずつ任意に配置 されてい

る。ただ し，どの３点 も同一直線上にはない とす る。このとき，赤点，青点 を両端点 とするような

10本 の線分が引けて， かつ，そのどの2本 も交差 しないような結び方が存在す る。），など。

９．具体的な離散教材の構築に向けて

　前節までの内容確認 と精査を行 うために，具体的な離散数学に関する教材 開発にヒン トを与える

問題集 を，まず もって作成することが大切 となる。これ ら各種テーマに応 じた例題の作成は， この

種の新 しい活動 に多 くの理解者 を得る上で有益である。 これ らの作業が教材化のための第一 歩にな

ろう （参考文献 Ｉを参照）。 この中で， ロシアの中学生， 高校生向けの数学問題集 「数学のひろば

I,II」 （志賀浩二 ・田中紀子訳，1998） には特に有益な情報が含まれている。 とにか く前節で提案 し

た ような内容が決まれば，例えば，その分野の著書 （参考文献IIを 参照）な どにはい くつかの例題

をみ ることができ，高校数学教育 レベルを考えた上での教材化作業が可能 となろう。離散数学の話

題に関する問題づ くりのアイデアやその作成手順等を，根上生也 ・中本敦浩 （2004）に見ることも

できる。

　本原稿末に 「資料」として，特に鳩 の巣原理に関する40問 題や包除原理に関する4問 題，その他

６問題， を挙げている。本節では，大学人試問題 として出題 された離散数学の内容 に関す る9問 題

のみ列挙す る （他の人試問題 は，景 山，2005， を参照せ よ）。初等整数論に関係 した問題が結構多 く

見られるが，それ らは原則 として離散数学 としては扱わない。それ らとは，例 えば， 単なる各種の

整数問題や， 整数方程式， 不定方程式，単位分数の和， 素因数分解，n進 数， 格子点の個数， ユー

クリッドの互除法な どに関す る問題である。他に，パスカルの三角形， ピタゴラス数，順列 ・組合

せ，２項定理 の応用，２項分布確率，集合 と論理 （命題の真偽問題）な どに関する問題 も見られる。

数学的確率 （古典的確率）の問題は実に多いが ここでは記載 しない。

　 明治大学経営学部では，一時頻繁にグラフの問題が大学入学試験で出題 されていた。また，最近
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の傾 向の一つ に，横浜国立大学教育人間科学部マルチメデ ィア文化課程の前期総合問題の問題1に

は，2001年 度から毎年， 離散数学の問題が出題 され続けている。

１．東北地方の地図の概形は右図 （省略）のとお りである。６つ の県を色で塗 り分ける。ただ し，

　隣 り合 う県は異なる色で塗 り分ける。このとき，次の （１），（２）に答えよ。

　 （１）３色 を用いるとき，何通 りの塗 り方があるか。

　 （２）４色 を用いるとき，何通 りの塗 り方があるか。

２．｢n-1個 以下の引き出 しにn個 の物をしまえば，どこかの引き出しには２個以上の物が入 らな

くてはならない （１）。」 このごく当然の道理は， デイ リクレの原理 といって数学ではよく利用 さ

　れ る。

　　さて，この原理 をつかって，「どのような会合においても，その中に友人の数が同じであるよう

な人が少なくとも２人はいる」ことを証明しよう。ただ し，友人関係は相互的であって， 自分 自

　身は友人 とはいわない。

　　会合に集まったn人 のおのおのに，その友人数を対応 させる。友人数は最小0か ら最大n-1

までにわた りうるが，0とn-1と が同時に現れることはない （２）。したがって，友人の数はn-1

を越 えない。そこで，デイ リクレの原理により，同 じ友人数をもつ人が2人 はいることになる（３）。

　 （１）なぜか，理由をわか りやす く述べよ。

　 （２）なぜか，理由を述べ よ。

　 （３）デイ リクレの原理をどう適用 したか。

３． 平面上に，どの３ 点も同一直線上にない６ 個の点があり，すべての点の間が線分 （辺）で結ば

れている図がある。今， この図のすべての辺に赤か青のどちらか一方の色をつ けるとす る。この

とき，この図の中には3辺 が同じ色の三角形が存在することを説明せよ。

４．xy平 面において,x座標,y座 標が ともに整数である点を，格子点 とよぶ。次の問いに答えよ。

（１）ただ１つ の格子点 しか通 らない直線が存在す ることを説明せ よ。

（２）１つの格子点 も通 らず，x軸，y軸 のどちらとも平行でない直線が存在す ることを説明せよ。

（３）nを２ 以上の自然数 とする。ちょうどn個 の格子点を通 る直線が存在す るか どうか，あなた

の考えを書け。

５．平面上に任意 に与えられたn個 の赤点 とm個 の青点に対 して， これ を同時に2等 分す る直線が

存在することを証明せ よ。但 し，n，mは 有限の値である。

６．一辺の長 さが50cmの 正方形の形 をした射撃の的がある。いま，51発 の弾丸が的上のすべて異

　なった点に当たったとする。 このとき，弾丸が当たった点の うちのある３点は，一直線上に並ん

　でいるか， あるいはそれ ら３点を頂点とする三角形の面積が50cm2以 下 となっていることを証明

　せよ。

７．円に内接す る正８角形の８つの頂点から３つを選んで作れ る3角 形で，鋭角3角 形の個数を求

めよ。

８．赤， 黄， 緑，青，紫の小 さな球がたくさんあ り，次の条件 （１）， （２）， （３）を満たしてい

る。

　 （１）同じ色の球は，同 じ重 さである。

　 （２）球の重 さは，100g，101g，102g，103gの いずれかである。

　 （３）赤い球256個， 黄色い球64個， 緑色の球16個， 青い球4個， 紫色の球1個 の重 さの合計

は，ちょうど35000gで ある。
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　各色の球1個 の重 さを求めよ。 （注 ：問題には，球が並んだ図がある，これは省略す る。）

９．1gか ら40gま での，1gの 整数倍の質量をもつ任意の物体を，天秤を使っ て1g単 位で量 りたい。

このとき一方の皿に物体を，他方におもりをのせ， つ り合わせて量る方法Ａ と，物体をのせる皿

にも，お もりをのせ ることを許す方法Ｂ がある。方法Ａ と方法Ｂ で用意すべきお もりの個数の最

小値をそれぞれ求めよ。

10． 授業実践例

　 １．広島市のある高等学校において，1年 生を対象 として，2001年９ 月に４回 （それぞれ 「鳩の

巣原理」「ハ ピー ・エン ド問題」「パ リティ （偶奇性）を利用する問題」「タイル張 り問題」を中心に），

12月 に３回 （「ハ ピー ・エ ン ド問題」を3ク ラスで），津賀章二による離散数学の話題を中心 とした

研究授業が実施された。各教材観 のエ ッセンスは，順に， あいまいさに惑わされ ることな く，その

あいまいさを有効に使 う能力， 分類 ・整理す る能力，パ リテ ィ （偶奇性）を理解 しその特性を用い

て問題解決す る力，連鎖反応を読む能力等を身につけることを うたっている。また，そこでは，１）

離散数学教材 に関す る問題を1問， 「今日 の問題」として設定 し，生徒たちが 自由に考え，発言でき

る場面を設定 しながら教師側が必要に応 じて支援を送 る形態で行っている，また，２ ）それぞれの

授業の内容は，その時間内 （50分）で完結することを目標 としている。興味深い考察が行われてい

るが， この中の1回 分 （鳩の巣原理を取 り上げたもの）の授業実践に出席 して感 じた事は，生徒が

この種の問題 にはじめて出会 ったことで興味を示 したが，現代の高校生は少 し考えて分か らないと

す ぐに思考をス トップする，al1 or nothing的 な状況 に陥 り易い とい うことだった。忍耐強 く思考

を継続 しては くれなかった。

　 ２．2005年11月 に，鳩の巣原理を中心 とした5回 にわたる研究授業実践 を実施 した。授業実施

者は岡山県のある高等学校教諭津島久美で ある。筆者 も２回 目の授業 を参観 し，その分析に携わっ

た。５回分の授業は，鳩の巣原理の発見 （１回 目），鳩の巣原理 を用いた三つの問題演習 （２回目），

前時の最終間題についてのグループ討論 （３回 目），グループ発表会 （４回目），鳩の巣原理の理解

度を見るための問題の解決活動 （５回 目），の順で進めた。同時に各授業の前後にアンケー ト調査を

実施 し，１週間後 と１ヶ月後にも情意面の変化に関するアンケー ト調査を実施 した。 これ らの考察

から，数学 とい う学問の新 しい面や微分積分を頂点とする伝統的な高等学校数学カ リキュラムの中

での離散教材の有用性を示せた と評価 している。具体的に生徒の状況 を述べると，この一連の授業

では， 思考の葛藤の中で生徒たちの笑顔が見 られたこと，生徒たちが輝いていた こと，す ごく楽 し

んでいたこと等が挙げられ る。 この実践授業の詳細な報告は，本冊子 の第V章 に含まれている。本

実践は，1．の広島市での研究授業 とは異なり，5回 とも同じ話題で進 めたとい う点に特徴がある。
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【資料 】

Ｉ．鳩 の巣原 理に限定 して， その考 え方 を用 いて解 ける問題 を提 示す る。

　 以下 の40問 題 は,「 次 を証 明せ よ」 で ある。

1．n羽 の鳩 がk＜nな るk個 の巣 に入 る とす れ ば,2羽 以上 の鳩 が入 る巣 は少 な く とも1つ ある。

2．n羽 の鳩 がk〈nな るk個 の巣 に入 るとすれ ば,（n／k,羽 以 上の鳩 が入 る巣 は少 な くとも1

つあ る。 ここで,【x】 はx以 上 の最小整 数 を示 し,切 り上げ （上方整数部 分） と言 われ る。

3． ３人以 上の グル ープ には,必 ず 同性 の ２人が い る。

4． ５人 の若 い工員 が全員 で1500ド ル の賃金 を手 に した。全 員各 自1台320ド ル の電子製 品 を買 い

たい と思 って いる。少 な く とも １人 は,次 の賃 金支払 日まで 買 うの を待 た なけれ ば な らない。

5・ 袋 に赤 と黒の ２色 の ビー ズが い くつか入 って い る。袋 の 中を見な いで ビー ズを取 り出 して ,同 じ

色 の ビー ズが ２個 手元 にあ るよ うにす るには,最 低 い くつ の ビーズ を取 り出せ ば よいか。

6． 広 島市 には,必 ず 同 じ髪 の毛の本数 をもつ 人が,す くな とも ８名 は い る。ただ し,広 島市 の人 口

を120万 人 とし,人 間の髪 の毛 の本数 は高々16万 本 とす る。

7． あ る森 に80万 本 の松 の木 が生 えてい る。60万 本 を越 える松 葉 を もつ木 は １本 もない とす る と,

　 この森 には,同 じ数 の松葉 を もつ木 が少 な く とも ２本 存在す る。

8．25個 の リンゴ箱 を もつ店 に3種 類 の リン ゴが配達 された。 さ らに,そ れ ぞれ の箱 には 同 じ種類

の リンゴが入 って いる とす る と,少 な く とも9箱 には同 じ種 類 の リンゴが入 ってい る。

9．n個 の ボール がm個 の箱 に入 ってい る,も しn〈m（m－1） ／2な らば ,同 じ数 のボール が入 った

箱が少 な くとも2つ ある。

10． ある国 には,サ ッカ ーチー ムがs組 あ って,そ れ ぞれ11名 の選 手 がい る。今,他 国で行 われ

る試合 に参加す るた めに,選 手 達は空港 に集合 してい る。 しか し,彼 らは キャンセル待 ちの状態

で ある。 目的地 に飛 ぶ航 空機 は10便 あ るが,現 在 どの便 に もs人 分 の空席 しか ない。 １人 の選

手が キャ ンセル 待 ちを避 け 自家用機 で行 くこ とにな った。この とき,少 な く とも1つ のチー ムは,

　選 手全員 で試合 に行 ける。

11．1辺 の長 さ ２の正 方形 の 中に ５点が ある とき,そ の 中 に距 離 が高 々 〓 で あ る ２点 が存 在 す る。

12．1辺 の長 さ2の 正方 形 の中 に9点 が ある とき,そ の 中に三角 形 の面 積が高 々1／2で あ る ３頂点

が存在す る。

13．1辺 の長 さが70cmの 正方形 の形 を した射撃 の的が あ り,50発 の弾 丸が的 に当た った とす る。

この とき,弾 丸 が当た ったあ る ２点が存在 して,そ れ ら ２点 間の距離 は15cm未 満 で あ る。 ただ

し,弾 丸 の 当た った所 は点 と見 な し,２ 個 の弾丸が 同一の場 所 に当た った場合 は,そ れ らの ２点

の距離 は0と す る。

14．1辺 の長 さが70Cmの 正 方形 の形 を した射 撃 の的が あ り,99発 の弾 丸が的 に当た った とす る。

　 この とき,弾 丸が 当たった あ る ３点が存在 して,そ れ ら ３点 を頂点 とす る三角形 の面積 は50cm2以

－21－



　 下である。ただ し，弾丸の当たった所は点 と見なし，２個の弾丸が同一 の場所に当たった場合は，

それ らの ２点の距離は ０とする。

15．１辺の長 さ１の正六角形のダーツ盤に19本 の矢が刺 さっているとき，その中に距離が高々〓 ／3

である２点が存在する。

16．１ 辺の長 さ60の 正方形の広場がある。 この広場に10本 の照明灯を立てるとき， どんな立て方

　 を して も，少なくとも２本はその間隔が30以 下になる。

17． １m四 方の正方形の中に51個 の点が点在 している。この中のある３点をカバーできる20cm四

方の正方形が存在する。

18．１ 辺の長 さ２の正三角形の中に５点があるとき，その中に距離が高々１ である２点が存在する。

19．１ 辺の長 さ３の正三角形の中に10点 があるとき，その中に距離が高々１ である２点が存在する。

20．平面の格子点上に，５つ の点があるとき，これ らの格子点の中の適当な２つ を取ると，この２点

の中点もまた格子点 となる。

21．３ 次元ユー クリッ ド空間内に９つ の格子点が与えられているとき， これ らの格子点の中の適当

な２つを取ると，この２点の中点 もまた格子点 となる。

22．1，2，3， ．．．，2nの2n個 の自然数の中からn＋1個 を選ぶ とき，そのn＋1個 の 自然数の中に

差が１ である２つ の数が必ず含まれる。

23．1，2，3， ．．．，4nの4n個 の自然数の中から2n＋1個 を選ぶ とき，その2n＋1個 の 自然 数の中

に差が２ である２つの数が必ず含まれる。

24．n個 の任意の 自然数か らなる数列a1，a2， ．．．，anに対 して，その中の何項かの和 （１項以上の

和）は，nで 割 り切れ る。

25． 次の式をみたす整数a，b，cで， どれか1つ は0で なく，かっどの絶対値 も100万 を越 えない

ものが存在す る ：　〓a＋b〓２ ＋C〓３〓<10-11．

26．２ のべき乗の中で，その差が2005の 倍数 となる２つの数がある。

27．10進 法で表 した とき，全ての桁 に表れる数が１だけ とい う整数で，2003で 割 り切れるものがあ

る。

28．10進 法で表 したとき，最後が001で 終わる３のべき乗で表 される数がある。

29．６ 人か らなるどんな集 団にも，互いに知 り合いである（少なくとも）３人か，互いに知 り合いで

ない （少なくとも）３人の， どちらか一方はいる。

30．６ 点完全グラフを考える。すべての辺が赤か青のいずれかに塗 らされているものとす る。 この

グラフには，単色三角形 （すべての辺が同じ色）が存在す る。

31． どんな５人のグループで も，その中に友人の数が同 じであるような人が少なくとも２人はいる
。

　ただ し，友人関係は相互的であって， 自分 自身は友人 といわない。

32． どのよ うな会合においても，その中に友人の数が同 じであるような人が少な くとも２人はいる。

　ただ し，友人関係は相互的であって， 自分 自身は友人 といわない。

33．１ 以上99以 下の自然数の中から勝手に10個 選んだ数からなる集合Sが 一つ 与えられてい る。

　このとき，要素全部の和が等 しい， 空でない互いに排反であるSの 部分集合X，Yが 存在す る。

　ただし，集合X，Yが 互いに排反であるとは，共通に含まれ る要素がないことをい う。

34．数学オ リンピックで10人 の生徒が全部で35題 の問題を解いた。 どの問題 もちょうど1人 の生

徒だけに解かれている。 また，１つ の問題だけを解いた生徒，２つ の問題を解 いた生徒，３ つの

問題を解いた生徒が少なくとも１人はいる。 この とき，５つ の問題を解いた生徒が少なくとも1
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　 人はい る。

35．3x3の 格子 が あ り,そ れぞれ のマ ス 目に－1,0,＋1の どれ か が入 ってい る。 タテ,ヨ コ,ナ ナ

メ と和 を とる取 り方 は８ 通 りあるが,そ の うち,２ 通 りは和が等 し くな る。

36．100人 が丸いテー ブル で囲ん で座 ってい るが,半 分 を超 え る人 が女性で あ る。テ ーブル の対 角

線上 に座 ってい る２ 人の女性 が い る。

37．15人 の少年 が どん ぐ りを100個 集 めた。 この とき,同 じ数 の どん ぐ りを集 めた少年 がい る。

38．1,2,...,9を３つ の グルー プ に分 け る。 そ の うち の１ つ の グルー プ の 中のす べ て数 の積 は71

を超 える。

39． 半径 の長 さが1の 円が ある。 この円周上 に異 なる7つ の点p1,　 p2,...，p7を 任 意 に取 る。 こ

の とき,弦pipj（1〓i,　 j〓7；i≠j） の長 さが１ よ り小 さい点 の組pi ,pjが 少 な く とも一

対存在す る。

40． 円周上に1か ら10ま での数 をランダムに並べる。このとき,円 周上で隣 り合 う３つの数で和が

17以 上になるものが存在す る。

II．包除原理の考え方を用いて解 ける問題 を提示する。

41． 文 字A,B,C,D,E,Fの 順列 の中で,文 字列BEもFADも 含 まない ものの個数 を求 めよ。

42．1か ら9999ま での9999個 の数 の 中に,2で 割 って も,3で 割 って も,5で 割 って も割 り切 れ な

い数 は,全 部 で何個 あ るか。

43． オ イ ラー 関数 φ（n）とは,n＞mでnと 互い に素 な 自然数mの 個数 をい う。

（1）nが 素数 な らば,φ （n）＝n－1．

（2）nが 素 数 べ き （n=pα ） な ら ば,φ （pα）=pα （1-1/p） ．

（3） ｎ ＝p1a1p2a2…p
cac（ 素 因 数 分 解 ） の と き,φ （n） ＝n（1－1/p1） （1－1/p2） … （1－1/pc） ．

44． ある人がn人 の友人に手紙を出すことに した。書いた手紙を秘書に頼んで ,宛 名書きの してあ

る封筒に入れてもらったが,ど の手紙 も正 しい封筒に入っていなかった。このように,ど のn通

の手紙 も正 しい宛名の封筒 に入っていない組合せは何通 りか （モンモールの封筒取違 え問題）。

III．他の興味深 い問題を提示する。

45． ある宿泊所は7室 あり,10人 の客がいる。 この10人 の客にカギを,次 の条件 『10人の うちの

どの7人 を選んできて も,そ の人たちがそれぞれ7つ の異なる部屋に入ることができる』が満た

され るように渡 したい。 この ときカギは，最低，何個必要か。

46． 正n角 形のn個 の頂点に対 して,

（1）これ らの うちの任意の３点を結んでできる三角形の総数 を求めよ。

（2）上の三角形の うちで鋭角三角形 となるものの総数を求めよ。

47．nを 自然数 とするとき,次 のことが成 り立つことを証明せ よ。

（1）1111n－1109nは2で 割 り切 れ る。

（2）11n－8n－3nは24で 割 り切 れ る。

（3）2450n－1370n＋1150n－250nは1980で 割 り切 れ る。

48． 座標 空間 の点集 合Sを 次 の よ うに 定め る。

　 　 S＝ ｛（i,j,k） ：0〓i,　 j,　k≦4な る整 数｝

　 Sの 各点 に蜜 が配置 して あ る。点Ａ （1,1,2）にい る蝶 が125ヶ 所 に配置 され てい る蜜 をすべ て吸っ

て， 再 び点Ａ に戻 る距離125の ルー トは存在 す るか。

49．8x8サ イ ズの部屋 に， 畳 半畳分 （サ イ ズ1x1） の コタツ を1個 掘 る。 その後,こ の部屋 を1x3
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　サイズの変形畳で敷き詰めたい。 どこにコタツを掘ればよいか。

50．Ｍ 夫妻は最近，同伴でパーティに出席 し，そこには他に5組 の夫婦が同伴で出席 していた。色々

な人 々の間で握手が交わ された。 どの人も自分の同伴者 とは握手せず， どの人も同 じ人 と２度以

上は握手をせず，また当然だが，だれも自分 自身 とは握手を しなかった。握手を した後，Ｍ氏は，

彼の妻を含めた各人に，他の人 と何回握手 したかと尋ねた。驚いたことに， どの人 も異なる回数

を答 えた。 さて，Ｍ 夫人は何回握手をしただろ うか。

（本稿は、中間報告書の同名の論文の再掲載である。）
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離散数学の数学における位置付け

　　 景山　三平

広島大学大学院教育学研究科

高等学校での数学教育の 目的 ・目標か ら，離散数学における３つの価値 について述べ る。

　　 ①将来の社会や諸科学などに とって価値がある，すなわち，実用的価値。

　　 ②生徒の能力や態度の育成で価値がある，すなわち，人間形成的価値。

　　 ③数学の発展にとって価値がある，すなわち，文化的価値。

② については，第1章 に記述 しているので本章では触れない。また，①③については，離散数学の

特徴 を考えると，それを区別 して記述す ることは困難である。それは，離散数学はその本質に応用

を内在 しているとも言 えるか らである。そ こで，数学の中での離散数学の位置づけを意識 し歴史等

を含 めた文化性 ・実用性につ いて合わせて記述す る。

１．概論

　組合せ数学 （combinatorial mathematics， combinatorics） とは，特定の条件を満たす （普通は

有限の）対象からなる集ま りを研 究す る数学の分野であ り，組合せ論 （combinatorial theory） と

もよばれる。特に問題 とされ ることとして，集ま りに入っている対象 を数えた り （数 え上げ組合せ

論），いつ条件が満たされるのかを判定 し，その条件を満た している対象 を構成した り解析 した り（組

合せデザインやマ トロイ ド理論），最大または最小あるいは最適な対象をみつけた り （極値組合せ論

や組合せ最適化），それ らの対象が持ち うる代数的構造をみつ けた り （代数的組合せ論）することが

挙げられる。

　魅力ある数学の一分野である組合せ論は，情報科学， 工学， 物理科学，社会科学，経済学， オペ

レーションズ ・リサーチなどに数多くの応用がある。 これには，離散的かつ組合せ的な性向をもつ

コンピュー タが発達 したことも力 とな り，応用数学におけるこの分野の重要性が大いに高め られた。

　紀元前二千年 もの昔に， 中国ではある種の魔方陣が知 られていた とい う。その後，世界のいろい

ろな所で組合せ数学的なものはくすぶ り続けた。イギ リスの神父T.P.Kirkmanに よ り1847年 に

提示 された女子学生散歩問題は現在のデザイン論の発祥 の問題 となっている。またアダマール行列

については1867年 にJ.J.　Sylvesterが 問題 を発見 し，1893年 にJ.S. Hadamardが その特徴づけ

に成功 した。 しか し，その一般的な存在性は現在でも証明されていない。 このよ うに組合せ論の問

題の一部は，組合せ解析 （combinatorial analysis） の名 のも とで古 くから研究 されていたが，広範

囲にわたる本格的な研究が行われるようになるのは， コンピュータの出現する1940年 代以降のこ

とである。組合せ論 とい う名前は，1666年 に印刷 されたＧ.Ｗ. Leibnizの 論文Dissertatio de Ante

Combinatoriaの 中に現れ た。そ の300年 祭 を祝 って，1966年 に国際研 究雑 誌Journal of

 Combinatorial Theoryが 創刊 されたが， これが組合せ論が社会的に明確 に認識 された時期である。

これ以降， グラフ理論を含めた組合せ論研究に関するいくつかの国際研究雑誌が創刊 されている。

1970年 代か らは，より広汎で野心的で さえあるcombinatoricsな る名称が，もともとは ドイツ語に

基づ くとはいえ，広 く用いられていることは周知 の事実である。同時に，1971年 に国際研究雑誌
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Discrete Mathematics（ 離散数学 ） も創 刊 され て いる。離散数 学 とい う名 称が 国際的 に認 知 され た

のは このアカデ ミックな雑 誌 を通 しての活発 な研 究論文 発表活 動 のお 陰 であ る と認識 してい る。 以

後,離 散 数学 とい う名 称 を含 むDiscrete App1ied Mathematics（1979） やAnnals of Discrete

Mathematics 等 々の国際研究雑 誌が発行 され てい る。これ はcombinatorial（ 組合 せ的）とdiscrete

（離散 的） がアカ デ ミックに も融合 して きた ことを意 味 して いるのだ ろ う。 この分野 の急激 な成長

の理 由の一 つ として,多 くの数 学者 が離 散数学 には多 くの興 味 あ る問題 が豊富 に あ り， 同時 に，数

学 の他 の分野 に対す る応 用 も多 い こ とを認識 して きた こ とが あげ られ る。

　 組 合 せ論 で重 要 な概 念 の一 つ の差 集 合 が1938年 にJ．Singerの 論 文A theorem in finite

projective geometry and some applications to number theoryで 定理 と して発 表 され ，翌1939年

には，R.C.Boseに よ りその概念 が組 合せデ ザイ ンの構 成問題 に多大 の貢 献 をす る ことが示 され た。

また ，数 え上 げ （enumeration） 組 合せ論 につい ては，起 き うる事 象 を数 え上 げ るこ とが17世 紀 の

パ スカル らの仕事 に始 ま る初等 的な確 率論 で重 要 な問題 になってか ら， ヨーロ ッパ で大 きな関心 を

集 め る よ うに なった。現代 的な組合せ 論は19世 紀の終 わ りに発展 を始 め，Ｍ.Ｐ.Ａ. ＭacＭahon（ マ

クマホ ン）の系統 的な書Combinatorial Analysis I,Ⅱ （1915,1916） とJ.　RiordaⅡ に よる書An

Introduction to Combinatorial Analysis（1958） が この分 野の初 期の代表 的 な著書で あ る。 これ ら

は，R.A. Fisherに よ る実験デ ザイ ンに関す る1920年 代 の一連 の仕事 な どを経 て，20世 紀 に はは

っき りとした研 究分 野 として確 立 した。現代組合 せ論の創始者 とよばれ てい るG.C.Rotaの 弟 子 で，

現 在 ， 数 え 上 げ 組 合 せ 論 の世 界 の 第一 人 者 で あ る Richard P. Stanley の 書Enumerative

 Combinatorics, Vol.Ⅰ （1986）,　Vol.II（1999） は この分野 の成熟度 を示 してい る。彼 は，この書で2001

年 にアメ リカ数 学会 よ りスティール 賞 （Leroy P. Steel Prize） を贈 られた。

　 また ，筆者 自身が最初 に読 んだ1963年 出版 のH.J. Ryser に よる書Combinatorial Mathematics

にお ける組 合せ数 学 に関す る9つ の話題 につ いて の簡潔 でエ レガ ン トな記述 内容 は，今 の組 合せ論

の基礎 を与 えて い る。組 合せ論 の研 究 は1967年 のMarshall Hall Jr ．の書Combinatorial Theory

の出版 以来非常 に活発 にな った。

　 この頃 に，数学 史上未曾有 の大事件 が起 こった。 それ は，L. Euler（ オイ ラー ）が1782年 に 「n

次のオ イ ラー方 陣の不存在 」を予想 し，1900年 頃G.Tarryがn＝6の 時 の不存在 を示 したが，1959

年 にnが2,6以 外 では常 にオイ ラー方 陣は存在す る こ とを,R.C. Bose, S.S. Shrikhande , E.T

. Parkerの3人 が示 した こ とであ る。 この177年 にわた る難 問の解決 は， ア メ リカ数学会 で発 表 さ

れ ，1959年4月27日 のNew York Times紙 の トップ記事 とな った。 当初 の予想 に反 して，否定 的

に解決 され たの も珍 しい こ とで ある。 これ らの出来事 を含 めて，筆者 は1960年 代 に組合せ論 は認

知 され た分野 に なった と考 えてお り，その後 のこの分 野 にお け る発展 には め ざま しい ものが ある。

統一 的 な理論 も進 歩 して，組 合せ論 は美 しいエ レガン トな純粋数 学 の一分野 となった。様 々 な研 究

者 が離 散数学 の問題 に興味 を見 出 していった。特 に，有 限群論研 究者 がデザ イ ン理 論や グラ フ理論

の分野 の諸 問題 の解決 に多大 の貢 献 を した。 ちなみ に，オイ ラー 予想 を反証 した3人 につ いて は ,

Boseは 幾何 学者 ，Shrikhandeは 数理統 計学者，Parkerは コン ピュー タ科 学者 で あった。

　 同様 な こ とを我々 は知 って い る。それは1976年8月31日 の新 聞記 事 で ある。ア メ リカ数 学会で

米 国の2人 の数 学者K.AppelとW.Hakenが,「 四つ の色 さえあれ ば， どん な複 雑 な地図 で も塗 り

分 ける ことが でき る」 とい う四色 問題 を肯定 的に解決 した とい うもので あ る。実 に130年 来 の難 問

が解 けた こ とにな る。 この証 明は，非常 に難解 で本 質的 に コン ピュー タに よる膨 大な数 の場合 の解

析 に依存 してい たが，1995年 に改 良 され かな り簡 単になっ た （N. Robertson , D.P. Sanders, P.D．
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Seymour, R. Thomas)。 しか し，現在 の ところ，手計算 で証 明を完 成 させ た人 はいな い。ともか く，

この解 決 は，離散数 学，特 に グラ フ理 論 の研 究者 の多 くに とって極 めて大 きな 出来事 であった。 こ

の グラフ理論 は ，組合 せ論 の一分野 で あ りなが ら，独 自の体系 を形成 し一 つの独 立 した数 学分野 と

認 め られつ つあ る。群 論， トポ ロジー ， 回路網 理論 ， システ ム理論 ，オー トマ トン理 論 ，計算 過程

の理 論 な どの諸分 野 に多 くの応用 を有 してい る。最 近 の グラ フ理論 にお け る大 きな 業績 に
，1980

年代前 半か らのN. Robertson, P. Seymourら に よるGraph Minor Theory（ グラフ ・マイナー理

論）が あ る。 これは グラ フ理論 のみ な らず ，組 合せ論全 体， あ るい は低次元位 相幾何 学の一種 であ

る結び 目理論，計算 量の理論 ，最 適化理論 ，マ トロイ ド理論 な どに大 きなイ ンパ ク トを与 えてい る。

　 インターネ ッ トのセキュリティ技術にRSA暗 号などの公開鍵暗号が用い られてい るが，RSA暗

号の基本原理では，フェルマーの小定理，オイ ラーの定理な どが重要な役割 を果た している。これ

らはそれぞれ，1600年 代，1700年 代の結果であるが，時代 を超えて現代に離散数学の歴史的な定

理が生きていることを如実に実感できる良い例である。

　 ｛注1： ＲＳＡ暗号は，イ ンターネ ッ トでも広 く利用 されている話題の暗号で，Rivest, Shamir, 

Adlemanと い う3人 の研究者 によって考案 され，その名称はそれぞれの名前の頭文字を取って

付け られたものである。桁数が大 きい合成数の素因数分解問題が困難であることを安全性の根

拠 とした公開鍵暗号の一つである。 暗号(Cipher)と デジタル署名(Digital signature)を 実現

で き る方 式 と して最 初 に公 開 され た もの で あ る。 注 ２ ：フ ェル マ ー の小 定 理 は，

αp-1≡1(moｄp)(
pは 素数，aはpの 倍数ではない整数 ）を示 し，オイ ラーの定理は，

nを 正整数 とし，aをnと 互いに素な整数 とするとき，aφ(n)≡1(mod n)が 成立する，を

意味 している。 φ(n)は オイラー関数 を示す。｝

　 しか しながら， 日本で，現代の最先端科学技術の一つである情報科学やコンピュータ ・サイエン

スの基礎数学として，その重要性が認識 され，離散数学 と題名がついた書物が出版 されたのは，1980

年代頃である。日本で最初の 「離散数学」とい う名の本 は，高橋磐郎 ・藤重悟 （1981；岩波書店）に

よるものであろう。それ以来，離散数学に関連する書物は増えてきた。

　最近の話題 に移ると，国際数学者会議(ICM)で 伊藤清が初代ガ ウス賞を授賞 した。また 日本人

には1936年 にオスロの国際数学者会議でス ター トしたフィールズ賞 （数学のノーベル賞 ともいわ

れる）の受賞者 もいる。 しか し，情報科学の基礎分野に大き く貢献 した研究者に贈 られるネ ヴァン

リンナ賞には日本人の受賞者はいない。1966年 から始まったACMの チュー リング賞，1969年 か

ら始まったSIAMの ポ リア賞にも日本人の受賞者はいない。 しかし，もう一つの賞，離散最適化の

分野で権威のあるファルカーソン賞には 日本人の受賞者 がいる。

　 そ の4年 に 一 度 開 催 され る国 際 数 学 者 会 議 に お い て も，Discrete Mathematics and

 Mathematical Aspects of Computer Scienceと い う部門がある。この分野は，組合せ論，グラフ理

論を中心にして，論理 と集合，順序系 と代数系，言語 とオー トマ トン，アル ゴリズムやプログラミ

ング，確率やオペ レーションズ ・リサーチなど広範囲にわたってお り，離散的対象の研究および連

続的対象の離散的な取 り扱 いが主となっている。今後 も離散数学はコンピュー タ ・サイエンスに役

に立ち，基礎的な数学的道具を提供 し，またコンピュー タ ・サイエンスは離散数学に興味深 く新鮮

な問題を提供 し，互いに補い合いなが ら発展す るもの と思われる。このように，離散数学は情報科

学の基礎 となる重要な分野である。今後 日本人の情報科学分野での国際競争力を底上げ し， 日本が

世界に冠たる数学者 あるいは情報科学者を輩出す るには，高校生の うちから離散数学の基礎を学ん
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でお かな けれ ば な らな いであ ろ う。 これ らの意 味か らも，高校数 学 の中に離散数 学 を取 り入れ る必

要が あ る。

　 近年 の主要 な組合 せ論学者 には， 主に極 値組合 せ論 に関す る仕事 を しす ば らしい 問題 を提起 し解

き続 けたポール ・エ ルデ シュ(Paul Erdos)や ，1960年 代 にお ける数 え上 げ化 ・代数 化 の定式化 に

大 き な役 割 を果 た した ジ ア ン ・カル ロ ・ロタ(G.C. Rota)が い る。 ロ タは， ク ロネ ッカ ー(L.

 Kronecker)の 有名 な言葉God created the integers; everything else is man-madeに 対 して，有

限 ・離散 の立場 か らむ しろGod created infinity, and man, unable to understand infinity, had to

 invent finite setsの 方 が よ り適切 な表現 であ ろ うと述 べて い る。 有 限 と無 限，離散 と連続 にかかわ

る問題 は，哲学 ，科学 ，数 学 な どの 中心テ ーマで あ るこ とに変 わ りがない。

　 ｛注 ：ポール ・エルデシュはハ ンガ リーの数学者で，生涯に1500編 もの論文を発表 して

お り，20世 紀史上最高記録である。その業績は広範囲にわた り，数論，組合せ論，グラフ理論

を初め，集合論，確率論，級数論な ど幅広い分野で膨大な結果を残 した。その中でも良く知 ら

れたものの極々一部には，素数定理の初等的な証明や，グラフ理論 ・数論な どにおける確率論

的方法，組合せ論の種々のテ クニックなどは著 しい。彼の数学は，次々に問題を考 えてはそれ

を解 くとい う独特のスタイルであったが，彼が発す る散発的な問題で実際には理論的に重要な

ものであった り，あるいはある新 しい理論の発展に非常に重要な貢献をした例 も少なくない。｝

　離散数学の中で極値集合論のよ うに複雑 な離散構造のなかに潜む法則を見出す ことは，数学の根

本にかかわる発見をす ることで ある。C. E. Shannonの 符号化 定理やイプシロン・エ ン トロピー

(epsilon-entropy)な どは数学のみならず物理学，情報科学を始めとする様 々な分野 とかかわって

いる。特に，1948年 にShannonの 論文A mathematical theory of communicationsが 発表 され，

情報理論の基礎が築かれ，誤 り訂正符号の理論が進歩 し，昨今のコンピュータ ・ネッ トワークの発

展に伴 う情報セキュ リティに関する暗号の理論へ と発展 し続けている。

　離散数学は論理的思考力を身 につける良い学習対象であり，複雑な自然 ・社会システムを整理 し

て表現する良い表現手段である。また，アルゴ リズムな ど論理過程のグラフ表示化で考え方が整理

できる計算機のプ ログラミングを学ぶことも必要であ り，きれいなプログラムはきれいな論理思考

か ら生まれるといえる。

　作業の流れを矢線図で書き，作業の効率化をはかるPERTの 考 え方は現在の職場ではかなり浸透

しているが，このよ うな作業工程の有向グラフによる表現法を学んでおくことは実社会で工程管理

な どをする上で有用な基礎 となる。

　このように，離散数学の問題は現代社会の様々な問題 とかかわ りあっている。

２．展開

　ノーベル賞に数学部門がない理由として広く伝 わっている話では，アルフレッ ド・ノーベルが数

学者 ミッタークレフラー （スウエーデン）に決 してノーベル賞が授与 されないようにしたかったか

らだ，となっている。1970年 代か ら，すべての学問分野が益々数学的な手法を使 うようにな り，い

つかは数学者が数学以外の分野においてとはいえ，ノーベル賞をとるよ うになるのではないか と思

われるようになってきた。実際，た とえばケネス ・アウロは，1972年 に経済学における極 めて数学

的な業績でノーベル賞を受賞 している。逆に，このノーベル経済学賞が授与 された数学者 もいる。

　以下，“広い意味で”離散数学の分野の研究に授与 され る国際的ないくつかの賞 （１）～ （６）に

ついて記述する。 これ らの賞の存在 自体が離散数学は数学であることをも意味 している。またそれ
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らの賞の受賞者の顔ぶれ をみ ると，1960年 代か ら純粋数学 とい う世界の中で離散数学の重要性やそ

こでの諸課題に関する研究も高 く評価 されていることを感 じることができる。

（1）ガウス賞について

　ガ ウス賞 （Carl Friedrich Gauss Prize） は，社会の技術的発展 と日常生活に対 して優れた数学的

貢献をな した研究者に贈 られる賞で，4年 に一度の国際数学者会議 の開会式において授与 される。

フィールズ賞やネヴァリンナ賞 と異な り，受賞資格に年齢制限はない。 これは，その人の業績が知

られ実社会に広ま り影響を及ぼすまでに，時 として非常に長い時間を要す るためである。

　 これは2002年 ドイツ数学会 と国際数学連合が共同で設けた賞で，第1回 授賞は2006年 であった。

その名は 「数学の王様」ガウスが1801年 一旦は発見 されなが ら見失われて しまった小惑星セ レス

の軌道を最小二乗法の改良によ り突き止 め，再発見を成功 させた故事に由来する。受賞者には金メ

ダル と賞金が授与される。本賞の基金には1998年 にベル リンで開かれた国際数学者会議で生 じた

余剰金が充て られている。 メダルの意匠は表面がガウスの肖像，裏面がセ レスの軌道を表す曲線 と

円 （小惑星），正方形 （square：最小二乗法に因む）が描かれている。

　 第1回 ガウス賞は，2006年8月 スペイン ・マ ドリー ドでの国際数学者会議で，伊藤清に授与さ

れた。彼は，確率微分方程式の分野の創始者，後に，確率微分方程式が，ブラックショールズモデ

ル と呼ばれ る株価の経済モデルに適用 され，現在の数理ファイナンス，金融工学の隆盛の基礎理論

となっている。

　 『確率微分方程式を生み出した伊藤の補題 （伊藤の定理）でその名を知 られる。 さらに，確率積

分 を計算する上で重要な伊藤 の公式（伊藤ルール）は確率解析学において革命的な公式 といえよう。

特 に伊藤の公式は確率解析学における基本定理で，確率積分の計算手段を示 したもので， この公式

無 しでは確率解析における計算はほぼ不可能 といえる。ノーベル経済学賞受賞のマイロン ・ショー

ルズが伊藤 に会った際に，一 目散に握手を求めて，彼 の理論 を絶賛 した とい う。このエピソー ドか

ら分かるように伊藤 の業績は数学だけに留まらず社会科学にも多大な影響を与えている。』（webか

らの引用）

（２） ロルフ ・ネヴァンリンナ賞について

　 フィンラン ドの大数学者の名前 を冠 したロル フ・ネヴァン リンナ賞 （Rolf Nevanlinna Prize）は，

計算機科学における優れた数学的貢献をな した研究者 に贈 られる賞である。4年 に一度の国際数学

者会議において授与され，フィールズ賞 と同じく40歳 以下の研究者にのみ受賞資格がある。1981

年，国際数学連合が設けた賞で，前年に死去 したフィンラン ドの数学者ロル フ ・ネ ヴァンリンナに

ちなんで名付けられ た。実際は1983年 か らスター トし受賞者には金メダル と報奨金が授与 され る。

受賞者は4年 に1回 ずつで今まで7名 が受賞 している。

　 どこまでが離散数学でどこからが計算機数学なのかは非常にあいまいであるが，た とえば，下記

の2人 は離散数学の研究者 と言ってもよい と思 う。 彼 らは，ネ ヴァン リンナ賞受賞者である。R. E.

 Tarjan（ ロバー ト・タージャン）は，第 １回 目 （1983年 ）の受賞者で，離散数学の一分野である組

合せアル ゴリズム論で顕著な業績 をあげた （深 さ優先探索や グラフの平面性判定などの効率のよい

アルゴ リズム）。 このとき，ター ジャンの業績について話 したヤコブ ・シュワルツは 「純粋数学は，

有限であろうと無限であろ うとその構造研究に際して，効率の問題をまったく考えなくてもよいと

い う贅沢ができる」 と言っている。 また，Peter Shor（ ピー ター ・シ ョア）は，1998年 に受賞 し，
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量子 コンピュータが出現す るとRSA暗 号が崩壊することを示 し，量子暗号，量子符号などの基礎

を築いたが，これ らには，従来 の符号，暗号の 基礎知識が非常に重要な役割を演 じている。

　ここで，数学における大きな時代的な流れを考える。オイラーが活躍 した18世 紀の算法 （アル

ゴ リズム）の時代，カン トール， ヒルベル ト，ワイエル シュ トラスなどによる19世 紀後半から20

世紀前半にかけての数学の基礎付け，公理的アプローチ とその結果 としての “存在定理”王位の 時

代，そ して現代は，デジタル コンピュータの出現により，数学の みならずあらゆる科学技術が，離

散アル ゴリズム論的傾向の 時代 となってきている。こうい う時期での第1回 ネ ヴァン リンナ賞の 受

賞者がこの分野か ら出たのは，現代の科学を象徴す ることの一つである。

　 日本人の中には小平，広中，森の フィールズ賞受賞者 もいるが，ネ ヴァンリンナ賞受賞者には 日

本人はいない。 これは， 日本の情報科学の基礎分野での研究が世界水準に達 していないことを示 し

ている といえるのか も知れない。アメ リカ， ヨー ロッパ，中国，イン ドの情報科学やIT分 野にお

ける競争力に対抗するには，その基礎分野である離散数学の 教育が必要不可欠である。離散数学分

野でフィールズ賞を取れ るようにとい うことではなく，フィールズ賞，ガ ウス賞以外にも う一つ国

際数学者会議には大きな賞があること，それがネ ヴァン リンナ賞で， 日本では一般 の人にはあま り

知 られていない。多方面で このよ うな賞の 重要性を認識 してもらいたい。また， 日本の数学を 「忘

れ られた科学」か ら脱却 させ，現在の純粋数学だけでなく，離散数学をより幅広 く数学 として捉 え

てほしい。

（３）チュー リング賞について

　計算機科学分野で優れた功績 を残 した人に年に一度，ACMが 贈る賞で10万 ドルが授与され る。

ACMと はAssociation for Computing Machineryの 略で，アメ リカ合衆国の計算機科学分野の学

会で1947年 の設立である。 日本語ではアメリカ計算機学会 ともよばれている。計算機科学分野で

は最高の賞とされていて，文学や物理学でい うところの ノーベル賞に匹敵する権威 ある賞 とみなさ

れている。チュー リングは，現代計算機科学の父の1人 とされるアラン ・チュー リングの名にちな

んでいる。

　1966年 からスター トし，2005年 までに40名 が授賞 しているが， 日本人の受賞者はいない。そ

の中で，ネヴァン リンナ賞受賞者のロバー ト・タージャンの名前を1986年 に見 ることができる。

筆者の研究 の興味もあ るが，有限体上での 多項式計算で多大 な貢献を した ドナル ド・クヌース

（Donald E. Knuth） は1974年 に授賞 している。彼は，数学研究者の間で一番ポピュラーな言語ソ

フ トであるTexの 開発者 としても有名である。

（４） ポ リア賞 について

　 この ポ リア賞 （George Polya Prize） はSIAM（Society for Industrial and Applied　 Mathematics）

が，二つ の分 野 （組合 せ論領域 とジ ョー ジ ・ポ リアが 関心 を もってい た数 学領域 ）で の応 用研 究 に

関 しての 顕著 な功績 に対 して，2年 ご とに贈 る賞 （二つの 分野 で交互 ）で，1969年 か らス ター トし

た。2万 ドル の副賞 もあ る。1992年 か らす こし授賞範 囲が拡 大 され た。最初 の受賞 は1971年 で，

2006年 までに29名 が授 賞 してい る。 この 中には， グラフ理 論研 究か らR. L. Graham（1971）, L. 

Lovasz(1979), デザ イ ン論 研 究 か らR. M. Wilson（1975） を見 るこ とが で き る。 前述 のR. P. 

Stanleyも1975年 に授 賞 して い る。残念 なが ら， これ まで 日本 人の 受賞者 は いない。
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（５） ファル カー ソン賞 につ いて

　 ファル カー ソン賞 （Fulkerson Prize） は，3年 に一 度選 考 され る離散最 適化 の分 野 で最 も権威 の

ある もので ，1977年 に離散数 学 の賞 として，数理 計画学会 とアメ リカ数学会 によって設 け られた。

日本 人で初 めて の受 賞 は2003年 の藤 重悟 と岩 田覚で，世 界で も20数 件 目で ある。

（６） カナ ダに本部 の あるICA（Institute of Combinatorics and its Applications; 組合 せ論 とその応

用学 会）が ，会員 に対 して授 与 してい る三 つの メタル （組 合せ論分野 の研究 で も多大 の貢献

を した3人 の 名前 を冠 した 賞で ある）

　 1）Euler Medal：1993年 にス ター トし毎年 高 々2名 が授賞 対象 とな る。組 合せ論研 究へ の貢 献

が 生涯 に渡 って顕 著で アカデ ミックな経歴 をもち，現在 も活 躍 中の者 へ授 与 され る。 日本

人 の受賞者 はい ない。

　 2）Hall Medal：1994年 にス ター トし毎年 高 々3名 が授賞 対象 とな る。年齢 が41歳 未 満 の者 で

組 合せ論研 究で顕 著な仕事 を した人 に授 与 され る。 日本 人 として原 田昌晃 （2004） が授 賞

した．

　3）Kirkman Medal：1994年 にスター トし毎年高々3名 が授賞対象 となる。学位取得後4年 以

内の若手組 合せ論研究者 で顕著 な業績 をあげた者に授与 され る。 日本人 として松本眞

（1997），河原林健一 （2003）が授賞 している。 また 日本の大学で学位 を取得 し日本の大学

に勤める繆いん （中国籍）（2001）も授賞 した。

（７） エン トロ ピー 関係

　 L. Lovaszの5頂 点サイ クル グ ラフな どに関す る有名 なzero-error capacityの 論文 （1979）が あ

るが， これ は， グラ フ理論 的手法 を用い てそ の証 明がな されてお り，離散数 学の有用性 を示す と共

に グラフ理 論 に新 しい未解 決 問題 を提起 して いる。 最近 では，数理 ファイ ナ ンス，物理 計算 な どの

分野で数 百次元 の超 高次元積 分 が行 われ る こ とがあ るが ，それ らには，超 高次元一様性 を有す る乱

数 列が用 い られ る。 そ のよ うな乱数 列 のラ ンダム性 を表 すmeasureの 一つ にA.N. Kolmogorovの

複雑 度 （complexity） やイ プ シロ ン・エ ン トロ ピー （epsilon-entropy） が あるが，これ は組合せ論 と

非常 に関係 が深 い概 念 であ り，極値 集合論 な どに も出て くるよ うで ある。

　 ｛注1：zero-error capacityは ，Shannon（1953） に よって定義 された概念 で ある。q進 符号の

間で生 じるerrorが 限定 され た シンボル 間にのみ存在 す る状況 で，誤 り確 率が小 さけれ ば， う

ま い符 号 化 をす る こ とに よ り誤 り無 しで送 信 をす る こ とが で き るか とい う問題 で あ り，

Shannonが 提 示 した例 につ いてLovaszが グラフ論 的手 法 を用 いて解い た．のちにポ リマ トロ

イ ドな どの概念 を用 いた研 究に発展 してお り， この分 野 には 日本 人 も大 き く貢献 して い る． ち

なみ に， この ポ リマ トロイ ドは，伊理 正夫 ，韓 太舜 ，藤 重悟 ，室 田一雄 ，岩 田覚 とい う一連 の

流れ で，今 では ，最 大流最小 カ ッ ト問題 な どの双対性 を持 つ グ ラフの問題 な ども含 む離散 凸解

析 とい う分 野が創始 され ， この分野 は 日本 が リー ドしてい る数 少な い分 野 の1つ で もある。 注

2： 乱数列 の複 雑 さを表す基準 のひ とつ として，そ の乱数 列 を生成す るチ ュー リングマ シ ンの

プ ログラムの長 さで測 るKolmogorov complexityが あるが，与 え られ た乱数列 を確 率 ε以 内の

誤 り（精 度）で再 現す るた めに必要 な情報 量 （プ ログラムの長 さ）がepsilon entropyで あ り，離

散 と連 続 を結 ぶ概念 とも言 え る．｝

　 複雑 な離散構造 の なかに潜 む法則 を見 出す ことは，数 学 の根本 にかか わる発 見 につなが る ことが
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あ り，ErdosやLovaszら によって研究が始められた極値集合論はそのよ うな離散数学の重要な道

具を提供 している。また，Shannonの 符号化定理，epsilon-entropyな どは数学のみな らず物理学，

情報科学を始めとす るさまざまな分野 とかかわっている。離散数学は論理的思考力を身につける良

い学習対象であり，複雑な自然 ・社会システムを整理 して表現する良い表現手段である。アルゴ リ

ズムな ど論理過程のグラフ表示で考え方が整理できる計算機のプログラミングを学ぶことも必要で

あるが，それ はきれいなプログラムはきれいな論理思考か ら生まれるか らである。作業の流れを矢

線図で書き，作業の効率化をはかるPERTの 考え方は現在 の職場ではかな り浸透 しているが， こ

のような作業工程の有向グラフによる表現法を学んでお くことは，実社会で工程管理な どをする上

で有用な基礎 となる。

　 ｛注 ：PERTはprogram evaluation and review techniqueと い うオペ レーションズ ・リサーチ

の基本的概念で，作業の関連をグラフで表 し，企業な どでのプロジェク トの作業効率を高める

ための手法である。各辺 に長 さが与えられている有向グラフの最短パス長 を求めるアル ゴリズ

ムで，その基本的な考え方は中学生でもわかるよ うな簡単な概念である。 もう一つ，身近な例

として，車のナビでは，グラフの最短路アルゴリズムが使われているが，これ も高校生に示す

には良い実例である。｝

（８） コンピュータ・シミ ュレーション関係

　擬似乱数の生成の分野にも応用例をみることができる。乱数 とはでた らめな数のことであるが，

でた らめなものを作ることは意外 と難 しい。そのような乱数はコンピュータ ・シミュ レーシ ョンな

どで利用 されてお り，1回 のシ ミュレーシ ョンで1億 個の乱数を必要 とすることも少な くない。そ

のため，高速で しかもランダムな数 を生成す る手法の開発が必要 とされてい る。 また，追試な どの

ために再現性 （後 日，同 じ乱数の列を生成す ること） も要求 され，数学の一つの分野である有限代

数の理論に基づ く方法が多 く使われている。 この成果 により，Kirkmanメ ダルの受賞者で もある

松本眞は文部科学大臣表彰 科学技術賞 （開発部門），船井情報科学振興賞や 日本IBM科 学賞を受

賞 している。松本 らの擬似乱数はMerssenne-Twisterと よばれてい るが，それは，30桁 程度の （0,1）

区間の乱数 とみなす と数百次元の高次元一様性 を有 してお り，数理ファイナ ンスな どの超高次元積

分に適 していることが示 されている。

　離散的な考え方はコンピュータ ・シミュレーションで多用 されている。た とえば，工学的な問題

を微分方程式を用いて定式化す ることは 日常的に行われている。方程式の解の具体的な形を求める

ことは現在の数学では困難 であるため，コンピュータによる解の近似値 を求めることが多い。コン

ピュータで扱 うために離散化 とよばれ る操作を行 う必要があるが，離散化 の方法によって，近似解

の品質に大きな差が生 じる。工学の分野で多用 されている離散化の方法の一つに有限要素法がある。

従前は職人的な工夫をして計算 していた。誰にでも使えるよ うにするためのヒン トが発見されて30

年になるが，その間，多 くの成果があが り，現在 も研究が発展 している。

　 コンピュー タ ・シミュレーシ ョンは離散化 を伴 うので，ほとん どの場合，近似計算 を行 うことに

なる。 しかし，コンピュー タで近似ではなく正確な計算を行 うための手法も開発 されてお り，精度

保証付き数値計算 とよばれている。 このアイデアは，問題の どの部分 を離散化するかを見極 めるこ

とである。言い換えると，離散化 しなくても正確な計算ができる部分を上手に処理す ることである。

この分野では，50年 以上前に占部実によって先駆的な研究がなされ，約10年 前に，その重要性が

再認識 され，主 として， 日本や ドイツなどで研究が進行 中である。
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（９）数独について

　 「す うどく」とよばれるパズルが世の中でブームになっている。これは一部の値が与えられた9ｘ9

配列か ら特殊 なオイラー方陣を完成 させるパズルである。パズル らしく，問題 自体は誰でも理解で

きるほど簡単である， しか し問題 を解 くには論理的に試行錯誤 を繰 り返 して解を見つけ出さなけれ

ばな らない。 このようなパズル的で論理的試行錯誤を鍛錬するための問題が組合せ論の中にはたく

さんある。 これ らは暗記ではなく，試行錯誤か ら解法や性質を発見する数学本来の教育方針 に最 も

適 している教材である。ErdosやLovaszを 始め，高名な離散数学者を多数輩出しているハンガ リ

ーでは初等教育の数学から，組合せ論的な 「考 えさせ る問題」 を多数教材に使用 していることは注

目すべきである。

（10）解決手法について

　組合せ論の分野には，多 くの定理があるが，問題を解決する手段 として定着 しているのは，1946

年Erdosに より導入 された確率的手法である。これは存在 を示そ うとす る対象物を具体的に構成す

ることでなく，ある条件をみたす対象物の存在性 を示せ る利点をもっている。 もう一つ，線形代数

的手法がある。 これは，様 々な対象物の組合せ的性質を導出す るのに有用なものである。

３．結語

　ガ ウスが数学の女王 とみな した初等整数論 と，組合せ論 とは姉妹科学であるといわれる。その理

由は，提起 される問題が誰 にでもわか る明快かつ美 しいのにもかかわ らず，解決のためのアル ゴリ

ズムの発見には意外 な努力を要す ることが しばしばであるとい うのが一点であろう。また他 の一点

はむろん，すべてが離散的世界で起きるとい うところにある。現在では，初等整数論は離散数学の

分野の中には含めない傾向にある。 しかしなが ら，数学論理構造の中で，離散数学は巨大に成長 し

た分野にな りつつある。

　 このことを踏まえて も， 「数学の発展に とって価値がある （文化的価値）」 として，なんとな く，

数学の中心にいる分野を発展 させ るために離散数学を脇に位置づけるのではなく，離散数学そのも

のの産業的，文化的価値 を認めるべきである。文化的価値 と産業 ・社会的価値は必ず しも分離でき

ないのではないか と考 える。

　 た とえば，インターネ ッ ト通信，量子通信，量子 コンピュー タなどを論 じ始めると符号，暗号な

どの離散数学の基礎知識が必要になるが，今後，量子通信 を含む情報通信の基礎は一般常識 として，

高校生 もある程度学ばなければな らない社会の文化であると考 える。

　科学技術創造立国を目指す 日本には，離散数学の高校数学への導入は欠かせないものではないだ

ろうか。

　最後に，離散数学の一部を問題 を通 して理解するために，組合せ論における解決済みの問題を集

めた膨大な資料 としてLovasz（1993） や ロシアの中学生，高校生向けの数学問題集 としてD. Fomin, 

S. Genkin and I. Itenberg（1996） を推薦 したい。両書 とも高校生でも十分に読める本で 日本語訳が

出版 されている。前者は，東海大学出版会から4冊 （『数 え上げの手法』『グラフの構造』『グラフの

不変数』『集合論的グラフ理論』）に分けて出ている。後者 は，岩波書店から2冊 （『数学のひろば一

柔 らかい思考を育てる問題集―I，II』）（1998）に分けて出版 されている。
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高等学校へ導入する離散数学の教育課程への位置付け

　正田　實

　元文部省主任視学官 ・元滋賀大学教授

　前国立教育政策研究所客員研究員

【要約】高等学校の学習指導要領の7回 の改訂は，大き く3つ にわけて考 えることができる。第1

期は，戦後の混乱期で昭和26年 の改訂であ り，指導 しやすい形を求めたものである。第2期 は，

拡大期で昭和30年 ，昭和35年 ，昭和45年 の改訂であ り，数学教育の現代化の潮流な どを追い風

にして，新 しい学習内容を取 り入れたものである。第3期 は，後退期で昭和53年 ，平成元年，平

成11年 の改訂であ り，すべての生徒が履修す る科 目については思い切 って負担を軽減するな どの

原則的な制約が教科の要請を超えた ところで課 されるようになったものである。今後，高等学校数

学の学習内容 を時代の変化に対応 して改善することが必要であり，離散数学 とい う新 しい内容 を積

極的に導入することに よって，内容を充実し，微分 ・積分 を頂点 とする単頂型にな りがちな高等学

校数学を多頂型 に変革するきっかけとす ることができる。その際，離散数学の高等学校数学科の教

育課程への位置付けとしては，現行の科 目構成が継続すると仮定 して，それ らの内容を取 り込むこ

とを考える。

１．は じめに

　高等学校 ・数学の学習指導要領は，進学率の上昇に伴 う多様化対応，数学を将来直接的に必要 と

する生徒に対する学力水準の維持，数学及び数学教育の世界的な動向や経済社会の要請な どの変化

への対応を改訂のポイン トとすることが求 められてきた と考えられ る。

　 しか しなが ら，現代化への批判を受け，軌道修正を迫 られてか らは，多 くの制約を受 けて萎縮せ

ざるをえなくなった。

　 このため，変化への対応が十全にはなされず，停滞感が充満 し，改善のポイン トである 「学び方」

を身に付けさせるなど空文になりかねない と懸念 されるよ うになっている。

　改訂に伴 って受けてきた制約について振 り返 り，世界的な潮流にも配慮できるような態勢つ くり

を図る必要がある。

２．学習指導要領の変遷

　新制の高等学校が発足 した昭和23年 には，高等学校の教育内容 は一種検定の教科書 として，「解

析 Ｉ」，「解析 Ⅱ」，「幾何」の3科 目，いずれも5単 位が示 され，いずれか1科 目を選択 し必修す る

こととされていた。

　以後7回 の大きな改訂が行われている。

（1）昭和26年 の改訂

　学制改革 に伴い早急に示 さざるを得なかったため，実施の経験 と調査研究に基づいて改訂す る必

要があった。

　昭和23年 か ら始めて，26年5月 まで審議 し，11月 には，「中学校 ・高等学校　学習指導要領　数

学科編 （試案）」 を公表 している。
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　 進学率が40％ にも達 したことを受けて，中学校の生活経験を中心 とした学習を引き継 ぐ 「一般数

学」を加 えて，「一般数学」，「解析 Ｉ」，「解析 Ⅱ」，「幾何」の4科 目構成になった。これは，基本的

な路線を変えるものではな く，実態に合わせ ることと，多様化への対応を図ろうとしたものであっ

たが，「一般数学」はこの科 目で数学の学習を終わるよ うになっていたので，十分に成果をあげるこ

とはできなかった。

（２）昭和30年 の改訂

　数学科 としての系統的な指導を行いやす くす るため，高等学校だけを改訂 している。 ここでは，

科 目選択を改め，統合型にしている。

　必修 として 「数学 Ｉ」 （６単位 または9単 位） （以下では単位数を数値のみで示す）をおき，続 い

て 「数学 Ⅱ」 （３），「数学Ⅲ」 （3・5） としている。また，職業を主 とす る専門学科に進む生徒に

は，「数学 Ｉ」に続いて 「応用数学」（3・5） を選択できるように してい る。

　 「数学 Ｉ」には，「代数的内容」と 「幾何的内容」をおき，教科書 は 「代数編」，「幾何編」として

編集 された。そ して，それ らを統合す る数学的な考え方を 「中心概念」 としてあげている。

　戦後の混乱期を抜け出 して，学力水準を維持するためには，高等学校の学習内容を系統化する必

要があるとの考 えに基づき，系統化を図った と見ることができよう。

（３）昭和35年 の改訂

　昭和33年 に，小学校 ・中学校の学習指導要領 が，基礎学力の向上 と科学技術教育の振興を目指

して改訂 され，学習内容の系統化が図られた。 これを受けて高等学校の学習内容 を調整す る必要が

あった。

　 ところで，進学率が58％ にも達 したことか ら，分岐を進 めて前回改訂の趣旨をさらに徹底するこ

とをね らい としている。

「数学 Ｉ」 （５），「数学 ⅡA」 （４）， 「数学 ⅡB」 （５），「数学Ⅲ」 （５），「応用数学」 （６）をおき，

原則 として， 「数学 ⅡA」， 「数学 ⅡB」 または 「応用数学」の うちいずれか1科 目を，履修す ること

としている。

　 「幾何編」の内容のかな りの部分を中学校へ移行 したことから，「数学 Ｉ」では図形の扱いは軽減

され，かわ りに 「数学 と論証」をおいたが，指導 しにくいといわれ効果的な対応はできなかった。

（４）昭和45年 の改訂

　世界的な傾 向として，数学や科学技術のめざましい進展に対応す るための数学教育の現代化が進

められた。我が国においても，この方向に沿った研究が盛んになされ，このような動向に沿った改

訂が，小学校は昭和43年 ，中学校は昭和44年 ，続いて高等学校でもなされた。

　 ところで，進学率は80％ を超 えたことか ら，さらに分岐を進める とともに，前回の方向を引き継

いで教育内容の現代化 を図っている。

　 「数学一般」 （６），「数学 Ｉ」（6），「数学 ⅡA」 （４），「数学 ⅡB」 （５）「数学Ⅲ」 （5），「応用数

学」 （6）をおき，「数学一般」または 「数学 Ｉ」のいずれか一方を，すべての生徒が履修 しなけれ

ばならないとしている。

　 「数学 Ｉ」の内容 としては，

　A　 代数 ・幾何(1)数 と式(2)方 程式 と不等式　(3)ベク トル(4)平 面図形 と式

　B　 解析(1)写 像(2)簡 単な関数(3)三 角関数

　C　 確率(1)確 率

　D　 集合 ・論理(1)集 合 と論理
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をあげていて，現代化 を図 り系統性 を明示 したものであ り，程度の高いものである。

　高等学校 としては，「数学 ⅡB」 の 「平面図形の公理的構成」は指導 しにくい とされていたが，概

ね歓迎 されていた。

　 ところが，「小学校で集合論を教えている」 「計算力が低下 している」な どの批判を招 き，小 ・中

学校の現代化は後退せ ざるをえないことにな り，高等学校においても，その影響 を大きく受けるこ

とになる。

（５）昭和53年 の改訂

　現代化の軌道修正をめざした改訂が小 ・中学校においては昭和52年 になされ，続いて高等学校

について改訂 されている。

　 ここで，選択の機会を拡大するため，「4単位 を超える科 目は作 らない」ことを原則 としている。

この原則を守 りながら，数学を将来直接的に必要 とする生徒の学力水準 を維持す る方策 として，内

容を精選 して科 目独立型へ移行 している。

　すべての生徒が履修する科 目として 「数学 Ｉ」 （４）をおき， これ に続いて，「数学 Ⅱ」 （３） 「代

数 ・幾何」 （３）， 「基礎解析」 （３），「確率 ・統計」 （３），「微分 ・積分」 （３）をおき選択 して履修

することとする。ただし，「微分 ・積分」は原則 として 「基礎解析」を履修 した後に履修 させること

としている。

（６）平成元年の改訂

　時代の進展に伴い 「情報化への対応」，論理的思考力の育成のため 「平面幾何の重視」な どの強い

要請に応 える必要があった。

　さらに，進学率は95％ を超えるようになったため，特に 「すべての生徒が履修す る科 目について

は思い切って負担を軽減す る」ことが求められた。

　前回の改訂に続いて精選を進 めたが，多 くの要請 を科 目独立型を維持 して継続す るにはさらに科

目を設定 しなければならず，さらに多くの選択科 目を履修 しなければならない とすれ ば生徒 の負担

は増大することになる。

　当然のことではあるが，「生徒の負担軽減を図る」こと 「学力水準の維持を図る」ことは学校五 日

制への移行を意識 しなが ら，改訂の重点 目標 とされていた。

　このようなことか ら，科 目統合型 に戻 し，一部の科 目では項 目を選択できるようにしてい る。

　すべての生徒が履修す る 「数学 Ｉ」 （４）に続いて 「数学 Ⅱ」 （３） 「数学Ⅲ」（３）をおき，原則

として全内容を履修することとす る。

　一方，内容 としては4単 位分を用意するが，項 目を選択 して，概ね2単 位分を履修す る科 目とし

て 「数学A」 （２），「数学 Ｂ」（２），「数学C」 （2）をおいている。

（7）平成11年 の改訂

　　完全学校週五 日制への移行，総合的な学習の時間の確保などにより，「ゆとり」のなかで 「生き

る力」を培 うことが求められた。

　そのため，教科の時間は削減 され，それを上回る内容 を厳選することになった。 これ らの結果 と

して，中学校の学習内容が大幅に高等学校 に移 され ることになった。

　縮小を迫 るためにはやむなく取 られる手法ではあろうが，今回の改訂においては教科の要望を入

れないで枠組みを決定し，短時間の作業で仕上げ ざるをえないようなった。

　 さらに，「すべての生徒が履修す る科 目も選択できるようにし，それに2単 位 の科 目を加 える」こ

とを原則 としてい る。
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　 すべ ての生徒 が履修す る 「数 学基礎」 （２）または 「数学 Ｉ」 （３）をお き 「数 学 Ｉ」に続 いて 「数

学 Ⅱ」 （４）， 「数 学Ⅲ」 （３） をおい てい る。 また，原則 と して， 「数 学 Ａ」 （２）は全 内容 を履修 す

る こと とし， 「数 学 Ｂ」 と 「数 学C」 につい ては2単 位 では あ るが，前 回の よ うに，内容 としては4

単位 分 を用 意 し，項 目を選 択 して学習す る こ ととして いる。

３．離散数学の位置付け

（１）変遷か らみ られ る原則的な制約の積み上げ

　7回 の改訂を大きく3つ にわけて考えることができよ う。

　第1期 は，戦後の混乱期である。（１）昭和26年 の改訂が これに当たる。敗戦によるシ ョックと

混乱のなかで，実態にあ うように，指導 しやすい形をひたす ら求めた ものである。

　 第2期 は ，拡大期 で ある。 （２）昭和30年 ， （３）昭和35年 ， （４）昭和45年 の改訂が これに 当

たる。戦後の復興のための経済界か らの要請，世界的な数学教育の現代化の潮流な どを追い風にし

て，新 しい学習内容を取 り入れ，時代の変化 にともなって，精選すべきは削減 したが， トータル と

しては，拡大す ることになっている。 この期においては，大きな制約 を課 されることはな く，教科

の要請は尊重 されたので，数学科 としては都合のよいもの と考えるのは当然である。

　第3期 は，後退期である。 （５）昭和53年 ， （６）平成元年 ，（７）平成11年 の改訂がこれに当

たる。 この期にあっては，原則的な制約が教科の要請を超 えたところで課 され るよ うになる。

　 ・昭和53年 の改訂では， 「4単位 を超える科 目は作らない」

　 ・平成元年の改訂では， 「すべての生徒が履修する科 目については思い切 って負担 を軽減す

る」

・平成11年 の改訂では
，　 「すべての生徒が履修する科 目についても選択できるように し，そ

れに2単 位の科 目を加える」

　上のような原則的な制約は，それぞれ の時点ではやむをえない もの として了承 されたものといえ

ようが，積み重なって適応 してよいと考えることによって，規制緩和の流れ と逆の事態を引き起こ

しているよ うである。

　 「規制緩和」を活性化の起爆剤 としようするのであれば，検討 しなければならない課題である。

　例えば，今回の改訂において，「4単位 を超 える科 目」については生かされているとみ ることがで

きる。また，今回新に加わった 「2単位で履修を終えられ るよ うに」 も当然ではあるが，ほぼ生か

されているとみることもでき，「数学基礎」をお くことになったのである。

　 ところで，「数学 Ｉ」を4単 位か ら3単 位 に縮小 したことについては，前回に課題 となった 「すべ

ての生徒が履修す る科 目」を援用 しているように考えられ る。実質的には近いともいえようが，「数

学基礎」を設定 しているわけだから，「数学 Ｉ」はもはや 「すべての生徒の履修する科 目」ではない

ので， 「思い切った負担軽減」はその必要がない ともいえるのである。

　いずれに しても，積み重ね られた制約については，検討 し，大幅の規制緩和 を図る必要がある。

（２）科 目構成についての見通 し

　離散数学を独立 した科 目として導入するのであれば，他の内容 についてもバ ランスを考えて科 目

独立型へ移行す るのでなければなるまい。

　 しかしながら，科 目独立型を とったのは，（1）の戦後の混乱期 と （5）の現代化の批判を受けて

の緊急避難のときだけであ り，（2），（3），（４），（６），（７）のいずれにあっても科 目統合型をと

っている。
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　 これは，算術，代数，幾何，三角法 とばらばらに扱 っていた伝統的な中等教育の数学を批判 して，

ホワイ トヘ ッ ドが 「教育の 目的」のなかで指摘 しているように

　 「あま りに多 くの科 目を与えるな」

　 「教ゆべきことは徹底的に教えよ」

に取 り組んできた成果であ り，数学科 としては大きな流れ とい うことができよう。

　 Discrete　Mathematics」 を独立した科 目のような形で紹介 している事例 も諸外国では多いよう

であるが，我が国の場合は，科 目構成についての検討が積極的になされているわけではないので，

現行の科 目統合型のなかでそれを取 り組む ことを考えるのが現段階では適切 といえよう。

（3）離散数学の取 り組み

　 2で 見てきたよ うに， （５）昭和53年 の改訂， （６）平成元年の改訂， （７）平成11年 の改訂の

3回 にもわた り，変化の激 しい時代にもかかわ らず，高等学校の学習内容に情報化への対応 を除け

ば大きな変化がないままに過 ごしてきた。

　これは，小 ・中学校 を主体 とした改訂を続けてきた結果であ り，高等学校の活性化を阻んできた

とも考えられ，世界的な潮流 に取 り残される リスクも懸念 され る。

　このようなことから，高等学校数学の学習内容 を時代の変化に対応 して改善することは必要であ

るといえよ う。

　その際に，数学の社会的な需要が増大 してきていることを考え合わせ ると，数学が使える範囲を

拡大 しつつあることを示す ことは学習意欲を喚起する上でも有効 といえよう。

　また，新 しい内容を積極的に導入することによって，内容を充実 し，微分・ 積分を頂点 とする単

頂型にな りがちな高等学校数学を多頂型 に変革す るきっかけになれば，本来の趣旨が生かされるこ

とにもなる。

　教材化 を検討 してきた項 目について，現行の科 目構成が継続すると仮定 して，取 り込んで位置付

けることを考 えよ う。

　現行のままでも可能であるともいえるのであるが， 「数学基礎」の 「（２）社会生活 における数理

的な考察」では，具体的で興味深い話題をとりあげることができよう。

　 「数学 Ａ」 「（２）集合 と論理」は，論理的な思考力の伸長を一層図ることをね らい として新設 さ

れたのである。「鳩 の巣原理」を活用 して補強 して学習 し易く組み直す こともできるのではなかろ う

か。

　 「数学 Ｂ」の 「（３）統計 とコンピュー タ」は，中学校の内容を移 したことから，内容が貧弱な段

階に とどまってい る。また，「（４）数値計算 とコンピュータ」は，選択され る機会が少ないことに

もよるのであろうが，旧態依然の内容で魅力が感 じられない。できれば，簡単な統計については中

学校で扱 うことにした り，情報科 との連携を図った りして大幅に改訂す る必要がある。

　その際に，「グラフ理論」，「数 え上げ，組合せ論」などを取 り扱 うことが効果的 といえよう。

　 「数学C」 の 「（1）行列 とその応用」では，一次変換のよ うな扱いを しないこととしているなど

課題を残 している。イメージをつかみやす くするため，「グラフの行列による表現」などを取 り上げ

ることもできよう。

（本稿は、中間報告書の同名 の論文 の再掲載である。）
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高等学校への離散数学の導入に関する諸外国の動向（中間報告書の要約）

　 離散数学に関するアメリカの研究動向

－NCTMの 「スタンダード」ならびに「1991年報」を中心に－

　 山口 武志 （福岡教育大学）

【要約 】本 稿 の 目的 は，離散数 学 に関す るアメ リカの研 究動 向 につ いて概観す るこ とに ある。特 に，

本稿 では，NCTMの 「ス タ ンダー ド」 と 「1991年 報」 を参照 しなが ら，離散 数学 を学校数 学 に導

入す るに至 った史的経緯 につ いて概観 した。 それ とともに，離 散数学 を学校数 学 に導入 す るこ との

意義 につ い て， 目的や 内容 とい う視座 か ら検討 した。ア メ リカでは ，1960年 代 にお ける離散数 学 の

台頭 とともに，離散数 学 を学校数 学 のカ リキュ ラムに位 置づ け よ うとす る試 み が徐 々にな され る よ

うになった。 その後 ，1989年 に刊行 された 「ス タンダー ド（Curriculum and Evaluation Standards for

 School Mathematics） 」 において は， 「内容 」 に関す る1つ の重要 な 「基準 」 として，第9学 年 か ら第

12学 年 のカ リキュラム に離散 数学 が位 置づ け られ る こと となった。さらに，2000年 に刊行 され た 「ス

タンダー ド2000(Principles and Standards for School Mathematics)」 におい て も，離散数 学 を強調 す る

姿勢 は基 本的 に受 け継 がれて いる。

　アメリカの高等学校への離散数学の導入例－UCSMP－

　二宮　裕之 （愛媛大学教育学部）

【要約 】ア メ リカの高等 学校 へ の離 散数 学導入 の事例 として，本節 で はシカ ゴ大学学校数 学プ ロジ

ェ ク ト （UCSMP） に よ り刊 行 され た高校3年 生 向 け教科 書 『Precalculus and Discrete Mathematics（ 解

析 基礎 と離散数 学）』を紹介す る。最初 にプ ロジェク トの概要 ，並 びに この教 科書 の 目次全体 を概 観

した上 で，特 に離散数学 と銘 打 った所以で もある単 元 「第11章 グラフ と回路 （Graphs and Circuits）」

について詳 細 に見てい きたい。 単元の 内容 をそ のまま把握 で きる よ う，必 要 と思 われ る例題 な どを

交 え，元 のテ キス トにあ る内容 を漏 れ な く訳 出 した。

　アメリカの高等 学校への離散数学の導入例

　－Pollakの 考え，CPMP－

西村　圭一 （東京学芸大学附属大泉中学校）

【要約】学校数学における離散数学のあ り方についての示唆を得 るために，第一に，学校数学にお

ける数学的モデル化研究の第一人者であるHenry O. Pollakの ，数学的モデル化 と離散数学との関係

に関す る主張 をま とめた。 第二 に，米国 の数 学科 カ リキュ ラム開発 プ ロジェ ク トCore-Plus

 Mathematics Projectにおける離散数学の位置づけやその扱いについて分析 した。その結果，離散数学

をカ リキュラムに導入す る価値や適切な問題 に関 して，数学的モデル化の視点からの示唆を得 ると

ともに，離散数学の学習指導では抽象化やアル ゴリズム開発の過程を大切に し，教科書 もそのよう

に構成す ることが求められることがわかった。
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アメリカの高等学校への離散数学の導入例－SIMMS－

　 高橋　広明 （千葉県立松戸六実高等学校）

【要約】　 本稿では，SIMMSカ リキュラムに準拠 した教科書の離散数学分野，特にグラフ理論に関

わる内容を概観 した。この教科書では，現実的な場面をもとに統合的に数学が扱われてお り，日本

の教科書にはない特徴を持 っている。またその中では考察すべき視点が明示されてお り，発問 とい

う観点からも示唆に富むものがある。

イギリスの高等学校における離散数学

　 長崎　栄三 （国立教育政策研究所）

【要約】イギ リスの高等学校 においては，離散数学は，非理数系の 「数学の利用」 として扱われて

いる。離散数学の主な内容は，アル ゴリズム，グラフ理論，ネ ッ トワーク，マ ッチング，クリティ

カルパス分析，線形計画法，動的計画法，ゲーム理論である。この内容に即 したある教科書は，そ

れぞれのアル ゴリズムや原理の詳 しい説明や例で手順を理解 し，それ らの手順を問題によって身に

付けてい くようになってお り，生徒が発見的にそれ らを見出す とい う構成にはなっていない。
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Ⅱ．日本 の高等学校 で指導す る離散 数学 の

指導 目標 ・内容 ・用語の案
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　高等学校における 「離散数学」の指導目標 ・内容 ・用語の案

　本研究メンバーで，離散数学について，教育課程の記述を想定 して，その科 目，項 目， 目標，内

容，用語 ・記号，内容の取扱い，を作成 した。本稿では，それ らをまとめた。

　科 目としては，必履修科 目，選択科 目の両者 にわた り，さらに，現行の数学基礎，数学 Ｉ，Ⅱ，

Ⅲ，A,B,Cに わたる。科 目ごとのそれぞれの項 目名は，次の通 りである。

　必履修科 目

数学基礎 ： 「社会生活における数理的な考察」， 「離散数学」

数学 Ｉ ： 「場合の数 と確率」， 「離散数学 ・統計」

選択科 目

数学 ⅡまたはⅢ ： 「離散数学 ・統計」

数学A： 「集合 と論理」， 「離散グラフとその利用」

数学Bま たはC： 「離散グラフとその応用」， 「離散グラフとその利用」， 「グラフ表現 と

　 その利用」， 「グラフ」， 「グラフ表現」， 「離散的なものの表現と論

証」， 「行列 とその応用」。

　それぞれの項 目における主な離散数学の内容は，次の通 りである。

　必履修科 目の 「社会生活における数理的な考察」においては，離散グラフや鳩の巣原理など。

　選択科 目の 「集合 と論理」においては，鳩の巣原理，二値化など， 「離散グラフとその応用」に

おいては，離散グラフとそのアルゴリズムや応用な どである。

　以下では，それぞれの提案をま とめ，さらに，メンバーの意見を氏名の五十音順に挙げてある。

目 次

１．科 目への配当案

２．必修科 目の項 目案

（1）数学基礎

（2）数学 Ｉ

３．選択科 目の項 目案

（1）集合 と論理

（2）グラフ

（3）行列

（4）離散数学 ・統計 （含む必修）

個人の提案 （五十音順）

　景山先生案，熊倉先生案，高橋先生案，津島先生案，中木先生案，西村先生案，萩原先生案，

逸見先生案，室岡先生案，茂出木先生案，山口先生案，横澤先生案，吉田先生案
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１． 科 目へ の配 当案

表1　 科 目ごとの項 目案

注 ：下線は重複

２． 必修 科 目の 内容 案

（1）数学基礎

表2-1　 数学基礎
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表2-2　 数学基礎

（２）数学 Ｉ

表3　 数学 Ｉ
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3． 選 択 科 目の内 容案

(1)集 合 と論理

表4-1　 集 合 と論理
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表4-2　 集 合 と論理

表4-3　 集 合 と論理
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表4-4　 集合 と論理

（２） グラ フ

表5-1　 グラフ
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表5-2　 グラフ

表5-3　 グラフ
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（3） 行 列

表6　 行列

（4）離散数学 ・統計 （含む必修）

表7　 離散数学 ・統計
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個人の提案 （五十音順）

景 山案

1． 「数学基礎」の内容
“社会生活における数理的な考察”

目標 ：社会生活の場面や身近にある離散的な事象を，離散 グラフ表示な どを用いて数理的に考察 し

た り，解決の手順を的確に表現した りすることを通 して，数学的な見方や考え方 を豊かにす

るとともに，数学の有用性を認識す る。また，グラフを用いた考え方の有効性を認識すると

ともに，課題の解決にグラフを活用す ることができるようにす る。

内容 ：

ア．社会生活 と数学

｛｛従前の数学基礎の内容すべてを基本 とする｝｝

イ．身近な事象の離散グラフ的考察

（ア）一筆書き

（イ）ハ ミル トングラフ

（ウ）マ ッチング （ホールの結婚定理）

（エ）ネ ッ トワーク

ウ．離散数理

・可視性問題

・巡回セールスマン問題

・パンケーキ問題

・畳敷き問題

・配線問題

用語 ・記号 ：オイラーグラフ，ハミル トングラフ

内容の取 り扱い ：

【コメン ト】この科 目 「数学基礎」は，高校3年 間のサブテキス ト的な位置づけ （？） とし，数学

が如何に利用または応用されているかを中心に編集 し，数学の有用性 を示す ものとす

る。この意味で，長尾 さんが言われている 「数学活用」とい う科 目名でも納得 します。

無論，数学そのものの発展の経緯を知る上で，数学史的な内容 も歓迎したい。

２． 「数学A」 の内容
“集合 と論理”

目標 ：事象を数学的に考察 してい く上での基礎 となる集合や命題の考えを理解 し，集合の要素の個

数 を数えた り，命題 を言葉で論証した りするいろいろな方法を学ぶ活動を通 して，論理的な

思考力の伸長 ・コミュニケーション能力の向上に努め，実生活に活用できるようにする。こ

のことを通 して，数学に対する興味 ・関心を一層高める。

内容 ：

ア．集合 と要素の個数

　（ア）集合の意味

　（イ）集合の表現

　（ウ）要素の個数

イ．数えあげの考え方

　 （ア）数 えあげの原理

　　・ 和の法則
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・積の法則

（イ）包除原理

（ウ）鳩の巣原理

ウ．いろいろな数えあげとその手法

・順列 （「数学A」 の “場合の数”から）

・組合せ

・二項係数 と二項定理

・再帰的関係 （「数学B」 の数列か ら）

・母関数

エ．命題 と証明

（ア）命題 と条件
・全称命題 と存在命題

・必要条件，十分条件，必要十分条件

（イ）いろいろな証明の方法

・対偶法

・背理法

・数学的帰納法

・二値化

・分類， １対 １，補集合

・漸化式

・反例

用語 ・記号 ：集合，包除原理，鳩の巣原理，パ リテイ，順列，組合せ，必要十分条件，

命題，対偶，背理法，数学的帰納法，二値化， １対 １対応

内容の取 り扱い ：

【コメン ト】上記 “ウ．いろいろな数 えあげとその手法”の中に， 「不定方程式の解の個数」， 「分

割数」を入れたかったが，分量 とその趣旨を考えて省略した。また，エ （イ）の中で，

後半の４つの中には省略してもよいと考える項 目もある。

３． 「数学B」 の内容

（現在の （３）統計とコンピュータ， （４）数値計算 とコンピュー タ，の再構成による）
“離散グラフとその応用”

目標 ：離散構造に関する事象を数学化 し処理する考えの理解を深めるとともに，グラフを用いた構

造表現の有用性を認識 し，それ らをいろいろな事象の考察に生かすことができるようにする。この

ことを通 して，数学的表現力や数学的思考力を伸ばす とともに，数学に対す る興味 ・関心を一層高

める。

内容 ：

ア．離散 グラフの考えとその表現

（ア）一筆書きと離散グラフ

・関係のグラフ表現

・オイラーグラフと一筆書き可能条件

（イ）いろいろな離散 グラフ

・完全 グラフ

・二部 グラフ

・交グラフ （または，区間グラフ）
・平面 グラフ
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　　・ハ ミル トングラフ

（ウ）離散 グラフの行列表現

　　・ 隣接行列の積の解釈

（エ）オイラーの定理

イ．離散グラフの利用 とアル ゴリズム

（ア）ネ ッ トワーク問題

（イ）巡回セールスマ ン問題

（ウ）マ ッチング問題

用語 ・記号 ：離散グラフ，辺，頂点，木，頂点の次数

内容の取 り扱い ：

【コメン ト】グラフ理論への深入 りは避ける。 ここでは，事象の数学的な表現の一つ として，また

思考の道具 として，グラフも有用であることを理解 させることを中心 とす る。

熊倉先生案

１．集合と論理 （集合と証明）＜数学A＞ 選択

［目標］事象を数学的に考察 していく上での基礎 となる集合や命題の考えを理解 し，集合の要素の

　個数 を数えたり，命題を証明 した りする活動を通 して，論理的な思考力を伸ばす とともに，

数学に対する興味 ・関心を一層高める。

［内容］

　ア．集合 と要素の個数

　（ア） 集合の意味

　（イ） 包除原理

イ．命題 と証明

　（ア） 命題

　（イ） いろいろな証明
　　・鳩の巣原理による証明　　

・対偶命題による証明　　

・背理法による証明　　

・その他の証明 （畳の敷詰問題など）

［用語 ・記号］鳩の巣原理，対偶，背理法

２．グラフ表現とその利用 ＜数学B　 または　数学C＞ 選択

［目標］項 目間の関係を表現する方法の1つ としてグラフがあることを知 り，グラフを利用 して身

　近な事象を考察す ることを通 して，グラフ表現のよさを認識 し，数学的表現力や数学的思考

力を伸ばす とともに，数学に対す る興味 ・関心を一層高める。

［内容］

ア．離散グラフとその表現

（ア） 一筆書きと離散 グラフ

　　・関係をグラフに表す

　　・一筆書き可能な条件を考える

（イ） いろいろな離散 グラフ

　　・平面グラフをか く

　　・ハ ミル トングラフをか く
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　　・完全グラフをかく　 など

イ．離散グラフの利用　　

・ネ ッ トワーク問題を考える　　

・マ ッチング問題 を考 える　　

・巡回セールスマン問題 を考える　　

・オイラーの定理を考える　 など

［用語 ・記号］グラフ，辺，頂点

※　イについては，身近な事象や数学的に興味の持てるものを題材 として，活動を通 して考察

することを主 とし，定理などは極力扱わないものとす る。

その他

①　数 え上げの原理 → 数学A： 場合の数 と確率

②　再帰的関係 → 数学B： 数列

※ 解けないような漸化式も扱 う。 （分割数 　な ど）

③ 行列表現 → 数学C： 行列

※　上記 とは別に，数学基礎の中の 「社会生活における数理的な考察」に，離散数学の内容 を集 め

たものを入れ る。

３．社会生活における数理的な考察＜数学基礎＞必修

＜目標＞　社会生活において数学が活用 されている場面や身近な事象を数理的に考察することを

通 して，数学の有用性な どを知 り，数学的な見方や考え方を豊かにする。 （現行 と同じ）

ア．社会生活 と数学

イ．身近な事象の数理的考察

（離散数学に関わるものとして）
　・一筆書き　

・ハ ミル トングラフ

　・ネ ッ トワーク　など

ウ． 日常 と論理的な思考
　・鳩の巣原理

　・背理法

　・反例　 など

高橋案

１．単元名 ：離散的なものの表現と論証

有限で離散的な構造を扱 うことを通 して，豊かな発想 と論理的な思考力を育成するとともに，自

ら言葉で考え論証する態度を養 う。

（１）グラフ表現

［目標］いろいろな事象を点と線のグラフを用いて表現できることを理解させ，実際に表現する活

動 を通 して問題解決にそれ らを的確に活用す る能力を伸ばすとともに，数学的な見方や考え

方のよさを認識できるようにす る。

［内容］

ア．オイラー経路
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　イ．グラフの点彩色

　ウ．最短経路

　エ．最小全域木

［用語 ・記号］グラフ，点，線，最小全域木

（２）いろいろな論証

［目標］ものごとの原理や構造 に着 目して，言葉で論証する方法を理解 させ，論理的に考える活動

を通 して的確に論証できるようにする。

［内容］

　ア．二値化 して考える

　イ．鳩ノ巣原理を活用する

　ウ．1対1対 応 を活用する

［用語 ・記号］二値化，鳩 ノ巣原理，1対1対 応

　単元については，現行の選択科 目数学Bに 相 当する箇所に，オプションとして入れ ることがよい

と考える。対象は文科系の生徒で数学をもう少 し学びたい と考えているものを想定 している。

　グラフ理論の内容を盛 り込もうとするとき，行列の指導内容にも影響を及ぼす。 したがって数学

Cの 行列も改善 していく必要があろう。

２．数学 Ｃ

（1）行列 とその応用

［目標］行列の概念 とその基本的な性質について理解 し，数学的に考察 し処理する能力を伸ばす と

ともに，行列で表現することのよさを知 り， グラフの考察や連立一次方程式を解 くことや点

の移動の考察などに活用できるようにす る。

［内容］

　ア．行列

　　（ア）行列 とその演算

　　　　　　和，差，実数倍

　　（イ）行列の積 と逆行列

　 イ．行列の応用

　　（ア）グラフ表現 と行列 表

現　　（イ）連立一次方程式

　　（ウ）点の移動

津島案

１．集合と論理

［目標］図表示 などを用いて集合 についての基本的な事項を理解 し，統合的 に見 ることの有用

性 を認識 し，論理的な思考力を伸ばす とともに，それ らを命題 などの考察に生かすこ と

ができるよ うにす る。また，命題 を包括 的に とらえることで，数学の有用性 を味わ う。

［内容］

ア．集合 と要素 の個数

イ．命題 と証明
　・対偶
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　・背理法　

・鳩 の巣原理

［コメン ト］

　・数列 を数学Ａに復活 させて，数学的帰納法 とセ ッ トで学習 させたい。　
・数列 を学習 した ときには数学的帰納法にはふれずに終了 しておいて

，数列の学習後す ぐ

に集合 と論理 を学習 し，命題の ところで，鳩 の巣原理 を学習 した際に数学的帰納法 も学

習 してみては どうか。
　・鳩 の巣原理の所で存在命題 ・全称命題 とい うことも学習 させては どうか

。
　・包括的に とい う意味は，全称命題 ・存在命題 があるとい うの を知 る程度のもの。
　・平均値の定理

，中間値の定理 を学習 した際にも う一度命題 について触れ，そ こでパ ンケ
ー キ問題等を扱って もいいので はないか

。
　・グラフの導入に関 しては，数理的な構造を見抜 き，簡略化 した図に表す とい う点では有

用であるが，グラフそのものが学習の対象になる と，離散数学の よさが発揮できない よ

うな気がす る。

中木案

１．グラフ

　具体的な事象の考察などを通 してグラフの考え方を理解 し，離散構造の有用性を認識するととも

に，事象を系統的に考察し処理できるようにす る。

ア　 グラフ

（ア） グラフ表現

（イ） いろいろなグラフ

イ グラフの応用

　 グラフの彩色，最短路

　グラフと行列 （行列が既習であれば。確率も使えれば，マル コフチェーンも）

［用語 ・記号］

　次数，完全グラフ，木，オイラー経路，ハ ミル トン経路， （隣接行列）

コメン ト

● 鳩 ノ巣や2値 化な どの考え方も入れ るべきだ と思われますが，今回はグラフ理論に限定 しまし

た。

●　 単位数 によっては，

　離散構造¥¥

　　具体的な事象の考察な どを通 して離散構造の考え方を理解 し，数学的な見方

を豊かにし，事象を系統的に考察し処理できるようにする。¥¥

　ア　鳩 ノ巣原理

　イ　 グラフ

とい うのも検討 してお ります。

●　 グラフの抽象的な定義から始める案 もあろうかと思いますが，具体例か らグラフを導入 したい

とい うのが現在の私の考えです。

●　 グラフ理論 としての系統性 より， 日常的な事象 との関連を重視したい。

●　 本当は隣接行列をすれば面 白いと思いますが，行列の定義や積 を既習 とできるかどうかとい う

－57－



点か ら，検討が必要 と思われます。

西村案

　高等学校で扱 う離散数学の柱 として， 「鳩の巣原理」と 「グラフ」を考え，それ らを下のように

別の単元に位置づけた。　 「グラフ」は高等学校の授業を変 える契機 になると考える。その際，　 「数

学基礎」に位置づけた方が，私たちが期待するような授業が実現する可能性が高いと考える。一方，

「鳩 の巣原理」は数学Ａに位置づけることで，多 くの生徒に学ばせ ることが可能になる。

１．集合と論理 （数学 Ａ）

［目標］図表示などを用いて集合についての基本的な事項や命題を証明する原理や方法を理解 し，

　論理的な思考力を伸ばす とともに，それ を命題 などの考察に生かすことができるようにする。

［内容］

ア　集合 と要素の個数

イ　 命題 と証明

　（ア）鳩の巣原理

　（イ）背理法

［用語 ・記号］な し

２．社会生活の数理的な考察 （数学基礎）

［目標］社会生活の場面や身近にある離散的な事象を，図表示などを用いて数理的に考察した り，

解決の手順 を的確 に表現 した りすることを通 して，数学的な見方や考 え方を豊かにす るとと

もに，数学の有用性を感得す る。

［内容］

ア　離散構造の視覚化

（ア）点－辺グラフ

（イ）点－辺グラフと隣接行列

イ　 点－辺グラフの利用 とアル ゴリズム化

（ア）点－辺グラフの彩色

（イ）最小全域木

［用語 ・記号］な し

［内容の取扱い］

（１）アでは，オイラー路やハ ミル トン閉路などを扱 う。また，隣接行列の和や積については，

その解釈に重点を置 くものとする。

（２）イでは，生徒が考えた手順を的確 に表現することに重点を置き，既存のアルゴリズムに

は深入 りしないものとする。

萩原案

１．集合と論理 ：科目　数学Ａ（選択）

［目標］数学的な論証をする上で偶奇性や同値類に注 目することの有用性や，鳩ノ巣原理のような
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存在命題について理解するとともに，数学的帰納法の構造について理解 しそれ らを具体的な

事象の論証に活用できるようにする。

［内容］

ア．集合 と要素の個数

（ア）集合

（イ） 集合 と要素の個数

イ．命題 と証明

（ア）命題

（イ）いろいろな証明
　・対偶法

　・背理法

　・二値化 （偶奇 性）

　・鳩 ノ巣原理　

・数学的帰納法

［用語 ・記号］命題　 否定　対偶　背理法　鳩ノ巣原理　 帰納法

補足
・帰納法を数列ではなくここで扱 うことでかなり 「重い」単元となるが，これによって帰納法の構

造を明確にできる。ここでは除外 したパ ンケーキ問題のような中間値の定理の問題 も入れられれば

入れてみたいが，量を考え除外 した。

・学習の順序 として，対偶法 ・背理法を二値化 ・鳩 ノ巣のあとにするか どうかは検討が必要であろ

う。

２．グラフ表現 ：科目　数学 Ｂ （選択）

［目標］グラフで表現することの意味を理解 し，グラフを用いた考え方の有効性を認識するととも

に，具体的な事象をグラフで表現 し，課題の解決にグラフを活用することができるようにす

る。

［内容 ］

ア． グラフ表現

（ア）頂点 と辺

（イ）一筆書 き

イ．い ろい ろなグラフ と応用

（ア） リー グ戦

（イ） ラムゼー定理

（ウ）最短経路

［用語 ・記号］グラフ　辺　 頂点　頂点の次数

補足

・用語は極力少なくし，グラフ理論を学ぶ とい うより，事象の数学的な表現手段として，または思

考ツール としてグラフが有用であることを重視す る。

・グラフの応用 としては何が適当かは検討 し，精選する必要がある。

・論証で扱った背理法や鳩 ノ巣を使って証明す ることも積極的に取 り入れ る。

３．離散数学 ：科目　数学基礎 （選択必修）

［目標］ グラフで表現することの意味を理解 し，グラフを用いた考え方の有効性を認識するととも

に，具体的な事象をグラフで表現 し，課題 の解決にグラフを活用す ることができるようにす

る。
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［内容］

ア．グラフ表現

（ア）一筆書き

（イ）ハ ミル トン閉路

（ウ）彩色問題

（エ）最短経路問題

イ．論理的な考え方

（ア）二値化 （偶奇性）

（イ）鳩 ノ巣原理

（ウ） 日常語 と論理

補足
・離散数学 とい う単元名は重い印象があり，数学基礎には向かない と思 う。適当な単元名はないだ

ろ うか。
・日常語 と論理では 「否定命題」 「対偶」 「背理法」などを想定 してい る。

全般の補足

（1）教科書記述について

　従来の作 り方だと，用語，定義，定理 （公式），練習問題の流れになる可能性が高い。2通 りの

改善案を提案 します。以下2例 とも授業で生徒が考え発言出来るような配慮の うえでの提案です。

①詳細記述式

　海外の教科書のように読んで分かるくらい詳しく述べたものにする。その代わりに授業では教科

書の例以外のもので進める （その際，指導書等で教員をサポー トす る）。つま り，教科書で予習 し

ても本当に理解 しなければ応用できないような形を考える。逆に授業で理解不十分でも教科書を読

む ことで理解できるようにす る。

② ワークノー ト形式

　 Ｂ５教科書では書き込みノー ト （ワークノー ト形式）形式にす る。

（２）教員研修 と必修
・教員にとってもなじみの薄い分野なので教員研修の機会を増やす。

・研修は労力の必要なことで，それを嫌って選択を避けるとい う可能性 も考えられる。できれば数

Aと した 「集合 と論理」を数 Ｉに入れて必修 とする。

逸見案

１．数学 Ｉ （４単位）

　１　 目標

　２　 内容

(1)　数 と式

ア　数

整数，有理数 ，実数

イ　 式　 平成元年 「数学A」 より

（ア）整式

（イ）等式 と不等式

(2)　二次関数

ア　二次関数 とグラフ
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（ア）関数 とグラフ

（イ）二次関数 とそのグラフ

イ　 二次関数の値の変化

（ア）二次関数の最大 ・最小

（イ）二次方程式 と二次不等式

(3)　図形 と計量

(4)　場合の数 と確率

ア　数 え上げ

　樹形図，グラフ，二値化，鳩 ノ巣原理

イ　 順列 ・組合せ

（ア）順列

（イ）組合せ

（ウ）最適化

ウ　確率

（ア）確率とその基本的な法則

（イ）独立な試行 と確率

（ウ）期待値

［用語 ・記号］グラフ，o，― （グラフの記号），二値化，鳩の巣原理，nPr，nCr， 階乗，n!，余事

象，排反

［内容の取扱い］

・内容の （４）のアなどに関連 して， 「数学A」 集合の要素の個数を数えるなどの内容 を取 り扱 う

もの とする。ただ し，簡単な場合にとどめるものとす る。

・内容の （４）な どに関連 して，集合に関する基本的な事項を取 り扱 うものとす る。

・内容の （３） ウ　については，主 として具体的な事象に関連付けて取 り扱 うもの とする。

・内容の （３）ア，イ （ウ）については，他の離散数学の考え方の紹介を取 り扱 って も良い。

補足

以上のように，まず 「場合の数 と確率」を必修科 目 「数学 Ｉ」に戻 した。そ して離散の内容を，

「場合の数 と確率」の中に，その他の数 え方，拡が り，とい う観点か ら追加 した案である。

ここで，現在準必修科 目 「数学A」 の内容である 「集合 と論理」の取 り扱いを， 「数学 Ａ」に置

き，これを履修済みとして 「場合の数 と確率」を学習す ることができればよいと考える。

室岡案

１．数学Ⅰ Ａの 「離散数学・統計」

（1）集合 と論理

　集合の基本 と形式論理を理解 し，命題を考察できるようにす る。

問題解決　個数の問題を集合でとらえて解決す る。

表現 個数をn（A）等の記号で表す。

推論　集合の包含関係を用いて論理の証明をす る。

ア　集合

イ　 要素の個数

ウ　集合 と論理

［用語 ・記号］集合，要素，共通部分 ∩，和集合 ∪，□，□， φ，補集合A， ド・モルガンの法則，和

の法則，同値，必要 ・十分条件

－61－



（2）場合の数と確率

個数の数え方をもとに，順列 ・組合せ，確率を理解 し，有用性を認識 し事象を考察処理できるよ

うにす る。

問題解決　個数の数え上げの問題を解決する。

表現　n(A)等 の記号を使って個数を表現す る。

推論　ものの個数や起こりやすさを的確にす る。

ア　個数の数 え方

イ　 順列 ・組合せ

ウ　確率とその基本的な法則

エ　独立な試行 と確率 と期待値

［用語 ・記号］集合の要素の個数n(A)， 階乗n!，nPr，nCr， 事象，空事象，余事象，排反

２．数学 ⅡＢの 「離散数学 ・統計」

（1）数列

簡単な数列 と数学的帰納法を理解 し，事象を数学的に考察し処理できるよ うにする。

　問題解決　数列の問題 を適切に解決する。

表現　数列を一般項や漸化式で表現す る。

推論　数列の一般項や数列の和を求める。

ア　数列 とその和

（ア）等差数列・等比数列

（イ）いろいろな数列

イ　 漸化式・数学的帰納法

（ア）漸化式と数列

（イ）数学的帰納法

（2）アルゴリズム

整数，近似計算，グラフのアル ゴリズムを理解 しプログラミング言語などを用いて活用できるよ

うにする。

問題解決　整数 ，近似解グラフなどの問題 を適切なアルゴ リズムで求める。

表現　整数，近似解，グラフのアルゴ リズムを適切に表現す る。

推論　アル ゴリズムの評価をする。

ア　整数のアル ゴリズム

イ　 近似計算のアルゴリズムとカオス

ウ　グラフとアル ゴリズム

エ　アルゴリズムの評価

［用語 ・記号］カオス，グラフ

３．数学ⅢＣの 「離散数学・統計」

（1）確率分布

　 確率の計算及び確率変数 とその分布を理解 し，不確定な事象を数学的に考察する能力を伸ばし活

用できるようにする。

　問題解決　条件付確率の問題を解決する。不確定な事象を確率分布で表 して問題 を解決す

る。

表現　不確定な事象を条件付確率や確率分布で表す。

推論　条件付き確率や確率分布をもとに不確定な事象の性質を推論する。

ア　条件つき確率
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　イ　確率変数と確率分布

　ウ　二項分布

［用語 ・記号］条件付き確率，平均，分散，標準偏差，二項分布

（2）統計処理

　 連続的な確率分布・統計的な推測を理解し統計的な見方や考え方を活用できるようにする。

　　　　問題解決　統計的方法で推定や検定の問題を解決する。

　　　　表現　不確定な事象を正規分布等で表現する。

　　　　推論　標本の範囲を区間推定で判断する。帰無仮説の考え方で検定を行う。

　ア　連続型確率変数

　イ　正規分布

　ウ　母集団と標本

　エ　統計的な推測 ・検定

［用語 ・記号］正規分布，点推定，区間推定，帰無仮説

補足

　①離散数学 ・統計（仮称）の領域を設ける。

　⑨数学基礎の内容及び問題解決，表現，推論（仮称）に数学的活動を焦点化し，各領域に埋め込

む 。

茂出木案

１．集合と論理 （数学Ａ）

(2） 集合 と論理

［目標］ 図表示などを用いて集合についての基本的な事項を理解 し，統合的に見ることの有用性を

認識 し，論理的な思考力を伸ばす とともに，それ らを命題な どの考察に生かす ことができる

ようにする。また， いろいろな証明方法を学び，論理的な思考力を伸ばしコミュニケーショ

ン能力の向上に努め，実生活に活用できるようにする。

［内容］

　ア 集合 と要素の個数

イ 命題 と証明

　　ア　命題

　　イ　 いろいろな証明

　　 ①背理法，②帰納法，③鳩 ノ巣の原理を用いる方法

［用語 ・記号］背理法　鳩 ノ巣原理

コメン ト

　 ・数学Ａに追加するので選択教科にな ります。

　 ・グラフ理論，離散構造，離散グラフなども考えま したが，難 しすぎると考えました。

　 ・それよりも現在生徒におけるコミュニケーション能力不足や言葉の足 りなさな どを考え，証明

を多 く学習 し，その克服が急務 と考えました。

　 ・言葉遊びとも思えるこの証明から， 日本語の理解度が増 し言葉を活用できる能力を養 うことが

出来ます。 日本語力が深まることは，生活する上かつ人 とコミニュケー ションを取る上で多い

に役に立つことにな り，また，相手を納得 させ る説得力 ・インフォメーシ ョン能力 ・コミュニ

ケーション能力の強化にもつながる。これは社会人になった ときに，有利に働 くと期待でき，

－63－



　　生きる力に通 じていくと考えます。

例題

　① １辺が ２の正三角形の内部および辺上に， ５つの点をとる。 この とき， ２点間の距離が1以 下

であるような ２点が存在する。

　② １から１９９９までの １０００個の奇数がある。この中から，501個 の奇数をどのように選

んでも必ず，その501個 の中に， ２つの相違なる数で，和が，2000と なるものが存在す

る。

　③任意に与えられた相違なる４つの整数から適当に2つ 選ぶと，その差は， ３の倍数になる。

山口案

１.集 合と論理 （選択）　　 〔数学Ａ〕

［目標］集合や命題に関する基礎的な事項を理解するとともに，事象を多面的かつ統合的に見るこ

との有用性を認識 した り，論理的な思考力 を伸ば したりしながら，それ らを命題な どの考察

に生かすことができるようにす る。

［内容］

ア　集合 と要素の個数

　　 （ア）集合 とその表現

　　 （イ）包除の原理

イ　命題 と証明

　　 （ア）命題と条件

　　 （イ）いろいろな証明

　　　　　 ［必要条件，十分条件，背理法，対偶命題による証明，鳩ノ巣原理による証明など］

２．離散グラフとその利用 （選択）　 〔数学 Ｂあるいは数学Ｃ〕

［目標］離散構造 に関する事象を数学化 し処理する考えの理解 を深めるとともに，その有用性を認

識 しながら，いろいろな事象の考察に生かすことができるようにする。

［内容］

ア　離散グラフの考えとその表現

　　　　 ［離散グラフの諸概念 とその表現］

　　　　　 （例）グラフの隣接行列，オイラーグラフ （一筆書き）， ハ ミル トングラフ，木グラフ］

イ　 離散グラフの利用

　　　　 ［（例）ネ ッ トワーク問題，オイラーの定理，最短経路問題な ど］

〔用語 ・記号〕離散 グラフ

横澤案

主旨

（1）　 「離散数学 （離散グラフと鳩の巣）」を数学Ａに配置 しました。数学Ａは原則 として内容の

すべてを履修 させ る選択科 目であ り，離散数学をより多 くの生徒に学んでほしいと考えました。

（2）　 「いろいろな数え上げと確率」を数学Ａか ら数学 Ｉへ移行 しま した。数学 Ｉはすべての生徒
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が数学基礎 とのいずれか １科 目選択 して履修す るものであ り，すべての生徒に必要な社会的素養 と

考えました。

（3）　 「方程式 と不等式」を数学1か ら数学Ａへ移行 しました。数学Ａのボ リュームを減 らす こと

と 「二次不等式」等の履修時期 を学校ごとに調整 しやす くしたいと考えました。

（4）数学Ｃの行列に再び 「離散 グラフ」が登場 し，行列の積の意味理解 と離散グラフの有用性が

認識 され ることを期待 しました。

（5）数学基礎 （数学探究）でも 「身近な事象の数理的考察」の事例の中で 「離散数学 （離散 グラ

フと鳩の巣）」をより多 く取 り入れることが有効であろうと考えました。

（6）平面図形を数学Ａから数学Ｂへ移行 しました。数学Ａのボ リュームを減 らすことと 「平面図

形」を 「ベク トル」 と結びつけて扱 うことを期待 しま した。

１．第 １　 数学基礎 （数学探究）

［目標］

［内容］

　 （1）数学 と人間の活動

　　 ア　数 と人間

　　 イ　 図形 と人間

　 （2）社会生活における数理的な考察

ア　社会生活 と数学

イ　 身近な事象の数理的な考察

　　　 （ア）一筆書き

　　　 （イ）ハ ミル トングラフ

　　　 （ウ）ネッ トワーク

　 　ウ　 日常と論理的な思考

　　　 （ア）二値化

　　　 （イ）鳩の巣原理

　　　 （ウ）必勝法

　 （3）身近な統計

　　 ア　資料の整理

　　 イ　 資料の傾向の把握

２．第２　 数学 Ｉ

［目標］

［内容］

　 （1）二次関数

　 （2）図形 と計算

　 （3）いろいろな数 え上げと確率

　　ア　順列 ・組合せ

　　イ　 確率 とその基本的な法則

　　ウ　独立な試行 と確率

　　工　期待値

３．第３　 数学 Ⅱ

［目標］

［内容］
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　 （1）整式 ・高次方程式

　　　ア　整式

　　　 （ア）整式の除法， 分数式

　　 イ　 高次方程式

　　　 （ア）複素数 と二次方程式

　　　 （イ）高次方程式

　 （2）図形 と方程式

　 （3）いろいろな関数

　 （4）微分 ・積分の考え

４．第４　 数学Ⅲ

［目標］

［内容］

５．第 ５　 数学Ａ

［目標］

［内容］

　 （1）方程式 と不等式

　　ア　数 と式

　　 （ア）実数

　　 （イ）式の展開と因数分解

　 （2）離散グラフとその利用

　　ア　離散グラフとその表現

　　 （ア）一筆書きとグラフ

　　　・関係をグラフに表す

　　　 ・一筆書き可能な条件を考える

　　 （イ）いろいろなグラフ

　　　 ・平面グラフ

　　　 ・ハ ミル トングラフ

　　　 ・完全グラフ

　　イ　離散グラフの利用とアルゴリズム

　　　 ・離散グラフの彩色

　　　 ・ネ ッ トワーク問題

　　　 ・マ ッチング問題

　　　 ・巡回セールスマン問題

　　　 ・全域最小木

　　　 ・最適化

　　　 ・ラムゼーゲーム

　　　 ・オイラーの定理

　 （3）集合 と論理

　　ア　集合 と要素の個数

　　 （ア）集合の意味

　　 （イ）包除原理

　　イ　命題 と証明
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（ア）命題

（イ）いろいろな証明

・式 と証明

・鳩の巣原理による証明

・反例による証明

・対偶命題による証明

・背理法による証明

・数学的帰納法

（3）いろいろな数 え上げ と確率

６．第 ６　 数学 Ｂ

［目標］

［内容］

（1）数列

ア　数列とその内容

　（ア）等差数列 と等比数列

　（イ）いろいろな数列

イ　 漸化式 と数学的帰納法

　（ア）漸化式 と数列

（2）ベク トル

（3）平面図形

（4）統計 とコンピュータ

７．第 ７　 数学 Ｃ

［目標］

［内容］

（1）行列 とその応用

ア　行列

　（ア）行列 とその演算

　　　 和， 差，実数倍

　（イ）行列の積 と逆行列

イ　 行列の応用

　（ア）離散 グラフ表現 と行列

　　 ・路線経路問題

　（イ）連立一次方程式

　（ウ）点の移動

吉田案

１．数学Ａ （選択科目）

（1）集合 と論理

［目標］　 （目標は，現行のまま）

［内容］

ア　集合 と要素の個数

イ　命題 と証明
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＊イについては，集合の包含 関係 と関連づけた り，要素 と対応づけた りして理解できる程度のもの

にす る。必要条件，十分条件，対偶，背理法，鳩ノ巣原理，2値 化などを扱 うものとする。

２．数学 Ｂ （選 択科目 ）

数列，ベク トル，統計又はグラフ表現について考察させ，基礎的な知識の習得 と技能の習熟を図

り，事象を数学的に考察 し処理する。　 （数値計算を削除）

（4）グラフ表現

［目標］様々な離散的な事象を点 と線を用いたグラフで表現できることを理解 させ，それを利用す

ることで，身近な現象を数学的に表現す る能力 や解決す る能力 を養 う。

［内容］

ア　グラフ表現
一 筆書 き

，オイ ラー 閉路，オイ ラーグ ラフ，ハ ミル トン閉路 ，ハ ミル トン グラフ，

完全 グラフ，木

イ　 グラフの利用

　　　塗 り分 け問題，ラムゼーゲーム，ネ ッ トワーク，巡回セールスマン問題 最適化，

最小全域，オイラーの定理など

３．数学 Ｃ （選択）

（1）行列 とその応用

［目標］行列の概念 とその基本的な性質について理解 し，数学的に考察 し処理する能力 を伸ばす と

ともに，連立一次方程式を解 くこと，図形の移動や繰 り返 し起 こる現象の考察な どに活用で

きるようにする。

［内容］

　　 ア　行列

　　 イ　 行列の応用

　　　　（ア）　 連立一次方程式

　　　　（イ）　 図形の移動

　　　　（ウ） マルコフ連 鎖

＊媒介変数で表 され る曲線の部分は，数学Ⅲへ移行す る。

４．数学基礎 （選択必修）

（2）　 社会生活における数理的な考察

［目標］ 目標は現行のまま

［内容］

　ア　社会生活 と数学

　　　ネ ッ トワーク，巡回セールスマン問題な ど

イ　 身近な事象の数理的な考察

　　 一筆書き，オイラーの定理，ラムゼーゲームなど

＊内容の取 り扱いは現行のまま
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Ⅲ．授業研究を通 した離散数学の授業とその評価
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　　　　 高等学校等における離散数学についての実験授業

本研究における，２年間の研究授業の主題，対象学年，実施年月は，次の通 りである。

平成17年 度

平成18年 度
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離散的なものの見方・考 え方の重要性

～鳩の巣原理の授業における評価方法について～

　　津島 久美

岡山県立高梁高等学校

【要約】綱 普通科 ２年生の文系の生徒を対象に２回の 『鳩の巣原理』の授業を行った．第1時 はグループ

学習,第2時 は個人学習とい う形式をとった．評価はワークシー トをもとに行い，授業アンケー トも合

わせて行った．また今回の授業は，一般の高校数学教員が行った．今回の授業から，離散数学教材の授

業に関して,自 分の考察をもとにグループ学習をすることが非常に効果的であるとわかった．第 １時と

第 ２時における生徒の輝き具合は比べものになるなかった．これは，授業で扱 う問題の難易差ではなく，

授業の形態によるものであることがアンケー ト結果からもわかる．評価方法においては，ワークシー ト

による方法をとったが，有効な方法を考える必要がある．

１．題材について

鳩の巣原理は，存在命題を証明するときにその効力を発揮する．鳩の巣原理の定義は，ディリクレの

部屋割 り論法とも言われ,そ れぞれの定義は次の通りである．

《鳩の巣原理》

p＋q－1羽 の鳩 が ２つの巣を共有 しているとす る．する と,少 なくとも １つの巣は ｐ羽の鳩がい るか,

もう１つの巣にはq羽 の鳩がいる．

《デイリクレの部屋割 り論法》

ｎk＋1人 をn室 の部屋に入れた とき，少な くとも1つ の部屋はk＋1人 以上の人が入ることになる．

鳩の巣原理は，有限集合の存在命題を証明するとき使われ る．命題 （真か偽かが判断できる文章）の

分類 とその証明方法を図式化すると，図 １の通 りである．

図１　数学における命題と証明方法
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それぞれについての説明は次の通りである．

《全称命題》

　全体集合 Ｕ が自然数全体などのとき,す なわち変　ｘが自然数のとき,（＊）は自然数を変数 とする

命題群を意味する．

（＊）を場合分けして証明しようとすると一般に無数の場 合があり，それらすべてを1つ ずつ証明して

いくことはできない．ここで，用いる強力な武器が数学的帰納法である．

《存在命題》

全体集合Ｕ が有限集合のときと無限集合のときとでは （＊＊）の証明法は大きく異なる．

｜Ｕ｜＝＋∝の とき，例 としては中間値の定理，平均値の定理.

｜Ｕ｜＜∝のとき,例 としては鳩の巣原理．

２．単元観

　現代社会は情報社会である．コンピュータの発展により，離散数学的な考え方は必要不可欠なもので

ある．そのことを少しでも感 じさせることができればと思 う．また，私たちの身の回りには数学の恩恵

を受けているものがたくさんあるとい うことを伝えることで，数学の有用性を少 しでも実感 させたい．

そして，普段学習することのない離散数学を学習することで,数 学に対する興味・関心が増し,他 の数

学の分野も頑張って取 り組んでくれるようになってくれれば幸いである．

３．授業の記録

（1）日時

この研究の授業は鳩の巣原理 とそれを使った問題解決について２時間で行った．授業は，平成 １８年 １

２月に２回にわたって行った．

第 １時 ：平成 １８年 １２月 １１日 （月）　 鳩の巣原理を導きだす

第 ２時 ：平成 １８年 １２月１８日 （月）　 鳩の巣原理の考え方を活用 して問題を解く

（2）対象生徒

2年4組 数学Ⅱ探求選択者21名 （女子21名 ）

（3）生徒観

　本校は普通科4ク ラス，家政科1ク ラスからなる,県 内屈指の伝統校である．3年 前から単位制を導

入 し多様な進路に対応 している．2年4組Ⅱ 探求選択者は文系の生徒である．数学に対する意欲は必

ず しも高くなく，自分で問題を解決 しようとする意欲があまり見られず，授業態度は受け身になること

が多い．しかし，性格的には素直で素朴な生徒が多く，授業は和やかな雰囲気で進めることができる．
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（4）授業の展開

　 表 ２　第 １時の学習指導案
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表 ３　第 １時の授業プリント
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表４　第２時の学習指導案
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表 ５　第 ２時の授業プリン ト
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（5）第2時 　授業後の研究協議

平成18年12月18日 （月）15：05～15：50　 於 ：応接室

参加者　長尾篤志 （国立教育政策研究所研究開発部）

　　　 景山三平 （広島大学大学院教育学研究科教授）

　　　 後藤文夫 （岡山県立高梁高等学校校長）

　　　 桶上　潔 （岡山県立高梁高等学校教頭）

　　　 小網晴男 （岡山県立高梁高等学校教諭）

　　　 植 田修司 （岡山県立高梁高等学校教諭）

　　　 林　 良親 （岡山県立高梁高等学校教諭）

　　　 佐伯泰臣 （岡山県立高梁高等学校教諭 ：4組担当，授業者）

　　　 勝 田信宏 （岡山県立高梁高等学校教諭 ：2・3・5組 担当）

　　　 津島久美 （岡山県立高梁高等学校教諭）

①授業者の感想

　授業を展開するのが難しかった．何が鳩に対応 し，何が巣に対応 しているかの確認は生徒達にとって，

前回の授業の問題の方がスッキリしているようだった．ケーキの問題では，4つ にわけるとい う発想が

でなかった．うまく気づかせたかったが，できなかった．生徒の意見をもっとだしたかったが，今回は

グループではなく，個人での参加形式だったので，出にくかったように思 う．グループの方が意見は出

やすいと感 じた．「存在する」,「少なくとも」という言葉の扱いが難 しいと感じた．評価が今回は焦点の

１つということだが,班 での評価にしてはどうだろうか．生徒にとっては，発言もできるし，考えよう

とする姿勢が現れるようになる．離散数学に初めて触れた 自分にとっては，や りにくい授業であった．

②意見交換

Ａ ：クラスによってけっこう差が大きかった．クラスの雰囲気によって発言の差があった．普段の授業

　　の方が目標は明確なだけに，や りやすいこともある．こういった離散数学の授業は時間が余ったと

　　きにするとか，コラム的なものならいいと思う．

Ｂ ：グループ学習の方が発言はでていた．個人での授業ではアイデアが出にくい．

Ｃ ：「少なくとも1つ 」 というのはとても生徒にとっては難 しい言葉だと思 う．花壇やケーキの問題で

　　の分割については，連続した領域を分割するとい うことにすごくギャップがあると思った．私は1

　　年生を担当しているが，1年 生だと，1割 くらいの生徒 しかできないのではないだろうか．

Ｄ ：私は数学が専門ではないので，内容についてはよく分からないが，生徒の 「わかった ！」「へえ ！」

「ほお ！」とい う声が聞けて良かった．何が鳩に対応 し，何が巣に対応するのかをお さえさせるこ

とが重要だと思った．ものの見方 ・考え方に広が りのある教材ではないか．

Ｅ ：数学の授業も楽しくなければいけない．髪の毛の問題から花壇の問題への難 易度の格差があった．

発想が浮かんだ生徒はすごいと思 う．こういう授業が導入され，発想の豊かな生徒が増えれば，数

学も楽しくなるのではないか．

Ｆ ：普段の数学の授業に関してお尋ねします．前回の授業から1週 間の期間があいていますが，数学に

関しては何を学習していましたか？ （ベク トル，対数です）授業の形式は今 日の授業 と同じような

感 じですか？ （いいえ．講義形式なのでや り方は異なります）発言に関しては？ （講義形式なので

生徒からの発言は少ないです．生徒を指名すれば，答えてくれます）今 日は，発言の状況を設定す

れば，指名 しなくても発言があるし，見ていて楽 しい授業でした．最後の2つ の問題は難しいと思

うが，佐伯先生の授業の展開の仕方は うまかったです．区切 りを入れるという発想は，試行錯誤が

ないと生まれません，今 日は，問題を解説するところまで行きましたが,授 業者がしゃべりすぎず,
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ある程度生徒をほって終了しておいて，次時にまわしておいてもよかったのではないか．また，４

つに区切ることに関して，等分するとい うのが理解できていない生徒がいた．また，イチゴが1直

線上に並ぶのはいいのかどうか，とい う質問がでてきてもよかったと思 うし，そのことに関しても

お さえて欲 しかった．鳩の巣原理の教材はこちらが説明してしまうとおもしろくない．見方 ・考え

方を議論から引き出すことが重要．ディスカッションの中で自分の考えを固めることも必要．ディ

スカッションは社会人になってからも必要なことであるので，生徒にとっては貴重な経験になった

ことと思 う．今回の授業は，将来鳩の巣原理が導入されたときのすばらしい，理想の形の授業を見

ることができた．

Ｇ ：鳩の巣原理の一般の形をお さえてお くべきだった．ケーキの問題の，「余った1つ が区切った領域

のどこかに入る」という考えは，試行を理解させるのが大切である．今 日の授業で気になったのは,

「難 しい」とい う語を教師が使っていたこと。ネガティブな言葉は試行を縮めることになるので，

あまり使いたくない．今 日の問題で，巣に対応するものが離散量から連続量に変わる問題では，展

開が非常に難 しい．区切 りを入れることで，巣を連続量から離散量に変える発想を今 日は,教 師が

しゃべ りすぎてしまった．授業の形態に関しては，グループ学習にするのがよい．個人で学習する

のは，All or nothingに なりやすいので難しい．離散数学教材を取 り入れた授業がめざすのは,「生

徒が思考をどのようにしたか」 ということである．思考がすばらしいものであれば,部 分点をたく

さんあげればいい．知識ではなく，知恵を身につけさせるべきである．離散数学が高校数学に導入

されたら，教師がじっとこらえて，生徒の発言をひきだすことが重要である．離散数学を今，学校

で数学が苦手な子に学習させて，感性を磨いて欲しい．

４．アンケー ト結果の分析

　アンケー トは第 １時間目の最初に 「授業前アンケー ト」,第 ２時間目の最後に 「２回の授業を通して」

と題 しアンケー トをとった．それぞれの結果をまとめると，表 ６，７の通 りである．その中から特に強

調したい点について述べる．

　　　 表 ６　 授業前アンケー ト

（１ ：そ う思わない， ２ ：どちらか といえばそ う思わない． ３ ：どち らか といえばそう思 う， ４ ：そう

思 う）

数学の授業内容に興味・関心をもっていますか
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あなたは授業に積極的に参加していますか

あなたは数学が好きですか

あなたは数学が得意ですか
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数学の問題に対し,色 々と考えることがおもしろいと思い
ますか

　　　　　　　　 表７　 授業後アンケー ト

（１：そう思わない，２：どちらかといえばそう思わない，３：どちらかといえばそ う思う，４ ：そう

思 う）

２回の授業の内容 に興味・関心をもてましたか

２回の授業に積極的に参加できましたか
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これから数学を以前より好きになりそうですか

あなたは数学が得意ですか

２回の授業の問題は難しかったですか
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普段の数学の授業より，自分で考えることが多かったと思
いますか

普段とちがう数学の授業に参加したことで，これから先普
段の数学も意欲 的に取り組んでみようと思いますか

　授業前アンケー トでは数学が好きではないと答えた生徒が全体の ６８％であるが，授業に興味 ・関心

をもっている生徒が６３％，授業に積極的に取 り組んでいるとい う生徒が ７１％であった．少 し矛盾す

る結果とも思えるが，これは本校の生徒は素直であるということ，授業者が生徒から指示 されているこ

とが原因と思われる．授業に対してはとても積極的な生徒達であるので，今回の授業に対しても，９３％

の生徒が興味 ・関心を示 し，８５％の生徒が積極的に取り組んでくれた．その甲斐あって， ９１％の生

徒が思考の葛藤を味わい，授業の内容は難 しかったと７４％の生徒が感じたにもかかわらず，８６％の

生徒は数学に対して意欲的になった．このことは，純粋に鳩の巣原理を活用 して問題を解くとい う行為

を楽しんでくれたのではないかと思う．

５．評価方法について

　２時間目の授業で扱った問題に対 して評価を行った．評価に使った問題 と評価基準は以下の通 りであ

る ．
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《問題 》

１辺が １０cmの正方形の花壇があ ります．その花壇に5本 のチューリップを植えます．どんな植え方を

しても,その うちの2本 の距離が5√2cm以 下となるような2本 は存在するでしょうか？？

《評価基準》

Ａ ：巣に対応するものの数が ４以下にならなければいけないことが理解できる

Ｂ ：鳩に対応するもの，巣に対応するものが何であるか理解できる

Ｃ ：何も取 り組んでいない

生徒の解答の状況は以下の通 りである．

Ａ ：３６． ４％ （３２人／８８人 中）

Ｂ ：６１． ４％ （５４人／８８人 中）

Ｃ ：２． ３％ （２人／８８人 中）

　巣に対応するものの数を5√2と 答 えている生徒が多かった．Ｂの生徒の中には，理解度の差が大き

く，鳩に対応するものと巣に対応するものの両方を理解している生徒，どちらか片方 しか理解 していな

い生徒，なんとなく正解を記入している生徒とさまざまである．評価方法は個人で行ったが，隣の人に

正解を聞いて書いた生徒もいるであろう．生徒に思考の葛藤を味わってもらうためにも，グループ学習

にして生徒同士の発言を活発にし，グループで，個人で考えを深めてもらい，グループでの評価にした

らいいのかもしれないと感 じた．

６．まとめ

　離散数学教材を扱 う授業において評価を行 うことは,今 までの評価ではなかなか難しいということを

実感 した．２時間目については評価を行 うとい う事盾もあって，個人学習の形態をとった．しかし，実

際に授業を観察してみると，同じ生徒であるにもかかわらず生徒の輝き具合，授業の盛 り上が り具合に

は雲泥の差があった．こんなにもちがうものなのか，と痛感できたことは，離散数学の授業はグループ

学習の形態で行 うべきだとい う意見を実践と共に主張できることになり，良い経験となった．今回の実

践授業を通して，離散数学教材を扱 う授業は，グループ学習で行い，最初，生徒は鳩の巣原理の考え方

を活用して問題を解 くことができなくても，グループでディスカッションを行う中でその生徒が考え方

を理解し，問題を解決し，納得できたのであれば，Ａという評価をしても構わないのではないかと思 う．

グループごとに行う評価方法が存在 してもいいのではないだろうか．課題としては，離散数学教材は問

題解決までの過程が大切で，そこの部分の生徒の思考過程を評価したいと思っているが，有効な評価方

法が今現在では思い浮かばない．今後さまざまな方からの意見と共に考えていきたい．また，今回の授

業は，離散数学とい うものに初めて触れる数学教員が行った．２名にしていただき,は じめの2人 の反

応は，不安げな感 じであったが， ３人で事前に打ち合わせを行い，授業をす る際のポイン ト，どういう

ことに注意すべきかを事細かく聞いてくださり，２人共に十分理解 していただき，快い協力のおかげで

すばらしい授業を見せていただいた．打ち合わせをしたことで，扱 う問題も生徒が身近に感 じられるよ

うな題材のものに変わった．打ち合わせの時に出てきた意見としては，① 「少なくとも」という語は 日

本語 として難しいので理解できるか② 鳩の巣原理の考えが主張したいのは,「２羽以上」なのか 「巣が存

在する」なのか，などがあげられる．①については授業では生徒の方から発言として出てきたので，特

に問題はなかった．②は 「１．題材について」にあるように鳩の巣原理は存在命題を証明するときに効

力を発揮するものだとい う説明をすることで理解して頂いた．今後の学習指導要領の改訂で離散数学が

導入された際には，学校によっては，離散数学を全く知 らない教員ばか りであることも予想される．そ

の学校での離散数学の授業が ドリル的なものになってしまう恐れもあるので，導入する際には，解説書

のようなものがたくさん出版されたらいいなと思う．
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　離散数学教材を扱 う授業は，グループ学習が中心 となる．グループでディスカッションを行 うことは，

自分の意見を主張したり，相手の意見を聞き入れた り，とい うコミュニケーションが重要になって くる．

グループでの意見をまとめるとい う，人と協力して， １つのものを生み出す過程は，社会人になって会

社で働く際にも重要なことであると思われる．そ ういう力を育てるとい う意味においても，離散数学を

高校数学に導入するのは意義のあることではないだろうか．
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簡単な 「鳩 ノ巣原理」の考 え方 と証明

　　　　 ―考え方から証明ヘ―

　　茂出木　祥高

東京都立芝商業高等学校

【要約】商業高校1年 生に、果た して 「鳩 の巣原理」を理解 して使いこなせ るか。いや、必ず理

解 できるはず と考え授業実践 した。簡単な 「鳩の巣原理」の 日常の例か ら始ま り数学的な例へ と

進み、証 明まで進 もうと、挑戦 してみた。生徒は普段 と違 う授業のせいか、一生懸命 に考えてい

た。生徒は １年生男子12名 女子23名 の どちらか とい うと数学に苦手な生徒が多いクラスである。

２時間の授業時間で理解でき使い こなせ るか と不安であった。や は り2時 間ではきび しく、 とく

に原理 よりも除法の剰余の理解 に時間を とられて しまった。 しか し、生徒は普段 の計算 とは違 う

数学に親近感 を持ち、 よく考 えて くれた。３人 グループに分けて授業に取 り組ませたが、いろい

ろな意見が出て興味深か った。その一方、グループ数が多 くかつ時間不足のため、意見の集約 を

十分にできなかったのが心残 りである。

１．題材について

　鳩 ノ巣原理は、存在 を証 明する場合に力 を発揮する。今回は 「鳩の巣原理」のごく簡単な表現

方法でわか りやすいものを利用 した。それは、

「n個 の巣穴にn＋1羽 の鳩 を入れ る場合、必ず どれかの巣穴には2羽 以上入 る」

とい うものである。専門的な鳩 ノ巣原理は

「p＋q－1羽 の鳩が2つ の巣を共有 しているとする。す ると、少な くとも1つ の巣はp羽 の鳩

がいるが、もう1つ の巣にはq羽 の鳩がいる」

であ り、 これは明 らかに本校 の生徒 には難 しすぎるので断念 し簡単な物を選び使用 した。

２．単元 「鳩の巣原理」について

　現在、学校や生徒の間にはいろい ろな問題が出てきている。考えるに、そのよ うな問題は生徒

同士の コミュニ ケー ション不足が原因の一つではないか、そ して、生徒の コミュニケーシ ョン能

力の不足が原因の一つではないか と考える。その力 をつける意味で、生徒 の考える力や想像力を

強化 し、思考の独創性 ・発展性 ・飛躍性を伸ばす ことができれば と考えた。

　簡単な計算 を使 い、難 しい式 と計算 は使 わないか らこそ、 どんな生徒に も考え られ る、解 くこ

とが出来る。それが離散数学 の最大の利点であ り、その考 える力が 「生きる力」につながると思

う。そ して、その結果、数学的な考 え方 ・論理的な思考が身 に付 く。 この考 え方が社会 に出てか

らも大 きな助 けになるはずである。

　今回、考 え方の根底事項 として簡単な 「鳩の巣原理」を用 い、分か りやすい例か ら発展 して一

般的問題 ・証明へ と進 めたい。

　また、言葉遊び （？） とも思えるこの原理 ・証明から、 日本語 の理解度が増 し言葉を活用でき

る能力 を養 うことが出来 ると思 う。 この力 が深まることは生活する上でも、人 とコミニュケーシ

ョンを取る上でも多いに役に立つ ことになる。また、相手を納得 させる説得力 ・インフォメーシ
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ョン能力の強化 にもつなが り、これは社会人になった ときに、有利 に働 き、結果的に 「生きる力」

に通ずると考 える。

３．生徒について

　本校 は東京都立の商業高校であ り、東京都立商業高校では上位 に入る。 しか し都立高校全体で

は レベル的に中位 とな り、生徒に とっては、必ず しも数学は得意教科ではな く、む しろ苦手な科

目だ とい う生徒が多い。教科書 の問題を定期考査に出題 し平均点が60点 とい うレベルである。

　 しか し、よく努力する生徒が多 く、在校生の約70％ が全国商業高校協会の簿記検定 １級 を取

得 し、また 日本商工会議所の簿記検定 ２級 も約30％ の生徒が取得 して卒業 していく。 また、就

職率は100％ で約100人 が早 くか ら決ま り、大学進 学者 も約40人 お り、 目的 に向かい こつ

こつ地道に努力す る生徒が多い学校であ る。

　今 回はその中の1年 生のクラスを選んだ。あえて、数学の平均点が低いクラスを選んでみた。

４．授業計画

　２時間

　　１時間 目　原理 を理解 させ、 日常の出来事を考える

　　２時間 目　 原理 を用いて、数学の問題 を考えさせ証明 させる

・指導の留意点

　 ①実際に考えさせ考えたことを書かせ る。

　 ②用紙 を配布 し作業の効率化 を図る。

　 ③４人のグループでの討論 をさせ る。

　 ⑨生徒 の理解度 により進度を変えることもある。

　 ⑤簡単な考え方 であるが多 くに応用でき、かつ、考 える練習になるのでなるべ く時間を とり

考えさせ る。

５．授業の実践

　１時間 目　 日常の 「鳩の巣原理」（日常の出来事）

　　　　　　　　用語の説 明か ら入 り、 日常の例を説明 し 「鳩 ノ巣原理」を考 え証明へ と進む

　２時間 目　 数学での 「鳩 の巣原理」 （数学への応用）

　　　　　　　　確認作業 をして数学的な問題へ と進む

以下にその学習指導案 とワークシー トを示 した。

鳩ノ巣原理　学習指導案

１， 平成18年12月18・19日 　（月 ・火 ） 第6校 時 （14：10～15：00）

２， １年 Ｂ 組35名 （男 子12名 、女子23名 ）

３，指 導者 　茂 出木祥 高

４， 単元 　鳩 ノ巣 原理 の考 え方

５， 単元 の 目標

　 　 　 １．鳩 ノ巣原 理 を理 解 させ る。 （知識 ・理 解）
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２．その考 え方が 自分にとって大いに役に立 ち有利にな ること理解 させ身 に付けさせ る。

　　 （関心 ・意欲 ・態度） （数学的な見方 ・考 え方） （表現 ・処理）

６，学習指導計画

・２時 間

１時間 目　 原理を理解 させ、 日常の出来事を考える

２時間 目　 原理を用いて、数学の問題 を考 えさせ る

７，指導の工夫

① 実際に考えさせ考えたことを書かせ る。

② 用紙 を配布 し作業 の効率化 を図 る。

③ ４人のグループでの討論をさせ る

④ 生徒 の理解度に より進度を変えることもあ りうる。

⑤ 簡単な考え方であるが多 くに応用で き、かつ、考 える練習になるのでなるべ く時間を とり考

えさせ る。

８，２時間の指導計画

　　1時 間 目
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２時間 目
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９，授業 の評価

① 鳩 ノ巣原理を理解できたか （知識 ・理解 ）（数学的な見方 ・考 え方）

② 問題 をよく考 え、取 り組 めたか （表現 ・処理） （関心 ・意欲 ・態度）

③ 応用問題 を理解 でき証明できたか （表現 ・処理） （数学的な見方 ・考 え方）１０

，　 その他

　 高校 １年生が対象なので どこまで理解できるか懸念 され る。

　　　この証明 ・考え方か ら、 日本語の理解度が増 し言葉 を活用できる能力 を養 うことが出来る

と思 う。 日本語力 が高まることは、生活す る上、人 とコミニュケー ションを取 る上で多いに

役に立つことになる。 また、相手を納得 させ る説得力 ・イ ンフォメーシ ョン能力 ・コミュニ

ケイ ション能力の向上にもつなが る。 これは社会人になった ときに、大変に有利 なことにな

ると期待できる。そ して、 これが生きる力に通 じてい くと考 える。

ワー ク シー ト1

今 日の内容

問題 １

　 １Ｂの生徒 ５人の中には、同 じ血液型の生徒がいる

　 これは正 しいですか。

これを説明しなさい。

用語の説明･･･読 んでお くこと

定義・・・そ の ものについて概念 をはっ

き りと定めたもの

公理・・・ 自明なものと認 められた根本

的命題

原理・・・ 物事 の根本 になっている前提

な こと

法則・・・ おきて、規則、必然的な普遍

的な関係 、

公式・・・ 法則 を表 した式

定理・・・公 理、原理によ り証明された

命題

命題・・・ 正 しい間違いがはっき りした

もの
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質問 １

　 ４個の巣穴に5羽 の鳩 を入れる場合、必ず どれかの巣穴には ２羽以上入る　 これは正 しいか

質問 ２

　 １０個の巣穴に １１羽 の鳩 を入れる場合、必ず どれかの巣穴には2羽 以上入 る　 これは正 しいか

鳩ノ巣原理
n個 の巣穴にn＋1羽 の鳩を入れる場合、必ずどれかの巣穴には２羽以上入る

応用 １

　 １０人の生徒を １１個 の部屋に入れ る場合、必ず どれかの部屋には ２人以上入 ることを証明せ よ

応用 ２

１８個の犬小屋に ２０匹の犬を入れ る場合、必ず どれかの犬小屋には ２匹以上入ることを証明せよ

応用 ３

　１年 Ｃ組 あ組生徒14人 の中には、同 じ星座の生徒が2人 以上い ることを証明せよ

応用 ４

　芝商生600人 の中には同じ誕生 日の生徒が2人 以上はい ることを証明せ よ

ワー ク シー ト2

鳩ノ巣原 理・・・n個 の巣穴にn＋1羽 の鳩 を入れる場合、必ず どれかの巣穴には2羽 以上入る

問題

　昨 日の ような問題 を作 りなさい （どれが鳩で、 どれが巣か）

復習 ・・応用 ３

　 １年 Ｃ組あ組生徒14人 の中には、同じ星座の生徒が必ずいることを証明せ よ

応用練習問題

①　相違 なる４つの整数か ら適 当に2つ 選ぶ と、その差は、 ３の倍数 になる。 これ を証明せ よ
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②　 １か ら １ ９９ ９まで の １００ ０個 の奇数 が あ る。 この 中か ら、 ５ ０ １個 の 奇数 を どの よ うに選

ん で も必 ず 、そ の ５０ １個 の 中に、和 が 、 ２０ ００とな る ２つ の奇数 が存 在す る。 証 明せ よ。

③ １辺が ２の正三角形 の内部および辺上に、 ５つの点をとる。 この とき、 ２点間の距離が １以 下

であるよ うな ２点が存在す る。証明せ よ。

練習問題 １

　港区内には自分 と全 く同 じ本数の髪の毛を持つ人が最低一人はいることを証明せ よ。ただ し、港

区民の人工は20万 人、人間の髪の本数は18万 本以下 とします。

６．研究協議会での意見

（1）鳩の巣原理 について （日常 の出来事）

　　 ・用語の説明は必要ないと思 う。時間がかか り曖昧 さも残る。せ めて 「原理」だけでいいと

思 う。

　　 ・生徒は解答 を見つけている。 しか し、表現ができない。その表現方法を勉強する時間が今

回か もしれない。

　　・「これは正 しいか」 「どんなことが起 こるか」 「これを証明せ よ」の問だが、前半は 「正 しい

か」後半は 「証明せよ」で よい と思 う。

　　・「どんなことが起 こるか」の問い には様々な解答があ り、お もしろさで関心を引き集 中させ

るにはよい問いかけだ。ただ、いろいろな解答には １つ １つ丁寧な説 明が必要だ。

　　・「どんなことが起 こるか」の問いには様々な解答か らいろいろなや りとりを し、そ こか ら1

つの方向へ導き、説明で きる根拠へ とい くのもよい。

　　・今回は証明の模範解答 ・こう書 けば証明になるよとい う例を出 した。そのような言葉 ・方

法に慣れ るとい う側面もあった。

　　・直感で 「正 しい」 と判断できる例を多 く考え重ねて、それか ら、正 しい理由をい う、証明

す るとい う過程を経る方が、生徒 に定着 しやすいかもしれ ない。
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・話の中でモデル化を し
、そこか らフィー ドバックす る方法 もある。

・うま く表現できない生徒がいるのは仕方がない。

・「鳩の巣原理」の 「原理」よ り 「論法」とい う言葉の方が証 明の場 には
、ふ さわしいかもし

れない。

・次回は確認 のために 「問題を作 らせる」 とい う作業 も良い方法だ
。

（2）数学問題への応用について

　 ・具体的に １か ら20名 で板書 し規則 を生徒に見つけさせた方がよい。 （今 回は教師が規則 を

話 して しまった）生徒 に見つけ させ ることができればすば らしい。

　 ・もっとや さしい例から進むの も一案 だ。

　 ・3の倍数、その差、4つ の数な ど具体例を1つ 解き、他は生徒に考えさせ、書かせ るのもよ

い方法だ。

　 ・生徒に とってはやは り難 しい内容だ。①だけで十分な気がする。急 がず もっと丁寧 に説明

す ると生徒の定着率が上が ると思 う。1問 に30分 かけて もよい。

　 ・問題作成作業は良いことだ。生徒 の理解度を測 る意 味で も良い。そのや りとりで関心を引

ける。す なわち、理解度が深 くなる。

　 ・作成 し発表 させることも大事 な評価点になる。時間はかかるがその行為は大切なことだ。

　 ・数学の前提条件 （剰余 の分類、差が3の 倍数）の確認に時間がかかるが、何 とか生徒に見

つけ出 させたい。 このことの方が 「原理」 よ り探 し出 しににくい場合が多いが、生徒には

良い学習になる。

　 ・結局、鳩 ・巣 を探す ことより前提条件 を考 える方に時間がかかるが、それ も数学の勉強で

ある。

　 ・当然の ことを、当然 と考えさせ ることも大事 だ し、当然の ことを うま く説明 させることも

大事だ。今回は、「この ように証 明す るのだよ」 と例を示 しそれに慣れる練習でもある。

７．授業者の意見

・今 回は ２時間とい う時間で十分 と判断 し
、 日常の 「鳩の巣原理」か ら数学への応用まで授

業 を行 った。結果 として、「原理」を理解するとい う観点では到達できたが、数学への応用

とい う面では不十分な結果であった。特に証明す るとい う面では、証明の方法 と言葉の説

明で時間がかか り、不十分 さが多 く残 る結果 となって しまった。準備不足の面もあり反省

すべき点である。

・今回は欲を出しす ぎ、また生徒を過大評価 していた部分 もあ り、また生徒の個人学力差が

大 きい面 も影響 していた。 しか し、その学力差が影響 しない とい う面で離散数学を推奨す

るのであるか ら、今後教材を大いに研究する必要がある と感 じた。

・数学への応用 とい う面ではや は り数学の学力が必要であった。剰余 に関する内容の理解不

足が授業進度 に影響 したため、それを理解 させ ることに時間を費や した。 もっと、 日常の

例に徹する方が良い結果 が出ると思 う。

・ワークシー トを使用 したため、時間短縮はでき生徒の取 り組み もまあまあであった。 ワー

クシー トの解答 も様々なものがあ り大変に参考になった。

・35人 とい う生徒 に対 し、4人 班9班 とい うグループ学習はやは り私語が増えるとい う困難

さもあ りや りにくい。やは り全体に問いかけ、考えさせ、個人から解答を引き出す とい う
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方法 の方が個人的にはや りやすい。特に数学が苦手な生徒が多い学校 にはその方がふ さわ

しいか もしれ ない。

・今回の授業で新 しい数学の一面を見せることはできた。数 学 とい う計算以外の一面や 日常

の数学 とい う一面を感 じさせ られた と思 う。そのことは決 して無駄 なことでな く、考え方

を深 くし、生徒の視 野を大きくす ることができ、何か を感 じて くれた と思 う。離散数 学の

重要性を認識 してくれた と思 う。それ こそ、言葉 を理解す る、言葉 を使 いこなす、よく考

える、誰で も考え られ る、討議す る、発表す る、証明する、な どの行為 は数学そのもので

あり、数学だか らこそ出来 る実践である。 このことが生徒の考 える力につなが ることは間

違い ないことである。
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離散 グ ラフの高等学校への導 入に ともな う評価の研究

　　　 ―グループ学習による問題づくりを通して―

　　 横澤　克彦

長野県上田千曲高等学校

【要約】本稿 では離散グラフを高等学校に導入す る際の評価方法について得 られ た示唆を報告

す る。昨年度までの研究で、離散 グラフでは活動や議論を中心 にした授業が効果的であるこ と

が分かったが、そ うした特徴 をもつ授業の学習評価 をど う行った らよいかが今年度の研究課題

であった。

　そ して活動面の評価については、 グループ学習によってつ くられた問題を評価す ることが有

効であることが分かった。その評価規準については、一般 に授業のね らい （目標） として設定

される4観 点だけではな く、今回の授業では特に ４観点の １つである 「見方 ・考え方」につい

て ３段階の水準 （◎○△）を設定 して、問題 を分類す ることによ り評価す ることとした。

　また情意面の評価 については質問紙調査を行い、授業への感想や単元指導前後での数学に対

す る認識の改善な どを評価することができた。

１．研 究の 目的 と方法

　昨年度 までは離散 グラフ とい う内容 で授業 を行 うとき

の、教材 開発や授 業展 開の工夫 について検討 してきた。

そ うした実践を通 して筆者は、離散 グラフの内容が次 のこ

とを生徒 により伝 えやすい と感 じている。

①それが応用範囲の広い問題解決の道具であること。

②その応用範囲は生徒の身近 な事例にも及ぶ こと。

③ この道具を使 いこなす ことは、将来生 きてい く上で

の 自信になること。

　またそ うした実感 をもたせ るための授業方法 として、数学をつ くった り使 った りす るよ うな数学

的活動や議論の場面を多 く取 り入れ ることが より有効であることが分かった。

そ して今年度の研究 目的は、活動や議論を中心 とした離散 グラフの授業では、生徒の学習評価 を

どのよう行 った らよいかについて示唆を得ることである。

　具体的 には、評価 の対象，評価 の方法，評価規準，水準 （評価基準）,評 価 に至 るまでの授 業展

開についての示唆を得たいと考えている。

＊1拙稿 （2006）「「グラフ理論」の単元による指導―活動や議論 を中心 とした授業への転換を 目指 し

て―」、長尾篤志 ・景山三平 ・長崎栄三 『高等学校 における離散数学を中心 とした新たな教材の開

発研究』、国立教育政策研究所、pp．215－230
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２．評価時に扱った問題

　２－ １．前時の問題 （食べ合 わせ問題）

【問題 （原問題）】

　 食材Ａ～Ｆを使 って献立を考 えますが、食べ合わせの良 し悪 し

があるようです。作 る料理の数はなるべ く少な くして、別々の人

に食べても らう。

　最低何種類の料理 をつ くれ ばよいで しょう。

作る料理の数 と食材 の組合せを決めて くだ さい。

【解法 １】○印に注 目した場合の離散 グラフ 【解法 ２】×印に注 目した場合の離散 グラフ

【答 え 】・作 る料 理 の数 　 ：　 最低 ２種類

　 　 　 ・食材 の組 合せ 例 ：　 ① （Ａ， Ｅ） と （Ｂ， Ｃ， Ｄ）　 ② （Ａ， Ｂ） と （Ｃ， Ｄ， Ｅ）

２－ ２．評 価時 に扱 った 問題 （問題 づ く り）

前時の食べ合わせ問題 を参考に して、離散グラフを使 って解 く似 た問題 をつ くってみ よう。

　 ２－ ３．ね らい （評価規準）

　　 ・問題づ くりに興味 をもち、他者 のつくった問題 のよさに気づ く。 （関）

　　 ・離散 グラフの見方 ・考 え方 を他 の場面に適用できる。 （考）

　　 ・離散 グラフを他 の場面に当てはめて表現 し利用 できる。 （表）

　　 ・他 の場面で使われ ている離散 グラフの意味を理解す ることができる。 （知）

　 ２－ ４．授業方法 （グループ学習）

　個人追究によって問題づ くりをしたあ と、 ２， ３人のグループで互 いに発表 しコメン トを出 し合

った。よい問題 を取 り上 げ一斉授業の中で発表 し、他着の発想のよさや 自分へのコメン トをふまえ

て、再び問題づ く りを行 い自らの問題 をよりよい ものに修正 した。

３．評価の方針

　以下では評価 の対象 と評価方法について述べていく。大事 にしたいことは、現場でよ り実践 しや

すいものになっているかであった。教員にとって過大な負担 とな らず 日常的にでき、次の指導へ と

す ぐにつ なげていけるよ うな指導 と評価の一体化を意識 した。

　 ３－ １．評価の対象

　評価の対象は ２つ考 えてい る。

　 １つ 目は、活動面か らの評価 である。離散 グラフの高等学校への導入 においては、活動や議論 を

中心にした授業が有効であった。そのため、そ うした活動や議論の過程 を評価の対象にで きないか

と考えた。
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　 ２つ 目は、情意面か らの評価である。離散グラフの学習を通 して、生徒 の数学に対す る認識が ど

のよ うに変化するのかは とて も興味深い ところである。そ うした情意面での変化 も評価 の対象に し、

指導の前後で比較できるように したい と考 えた。

　 ３－ ２．活動面の評価方法

　活動面を評価す る方法 として、問題づ くりとい う授業 を考えた。

問題づ くりは離散数学以外の内容 を扱 うときにも実践 されてお り、下表左の ような学習効果が報告

されている中１。

　 それ らは下表右の ように離散グラフで期待 されている学習効果中2とも重 なる部分が多い。下表 は

筆者がそれぞれの学習効果を 番号 で対 応づけて捉え たも のである。

問題づ くり （方法）がもつ学習効果

①すべての生徒が積極的に授業に参加す る

② 自分の力に応 じてだれ もが精いっぱい

学習に励む

③数学に興味を感ず る

②発見の喜びがある

⑤いつでも 「問題 を発展 させ る」態度が

つ くられ る

⑥個別学習 と集団学習の調和 した授業が

展開できる

⑦多様な観点か らの評価を可能に して く

れ る

離散グラフ （内容）が もつ学習効果

①数学的活動 を多 く取 り入れ ることがで きる

②予備知識 を必要 としない内容が多い

③応用範囲の広い問題解決の道具であることを実感

　できる

④その応用範囲は生徒の身近 な事例にも及ぶ

⑤ この道具 を使い こなす ことは、将来生 きてい く上

　での 自信 になる

⑥ 自らの考 え （事例）をもって他者 と意見交換で き

　 るためそのよさを感得できる

⑦今回は離散 グラフの見方 ・考 え方を身の回 りの

事例 に適用できたか とい う観点か らの評価が可能

　 これ らをふまえ離散 グラフとい う学習内容 を、問題づ くりとい う授業方法で扱 うことによって、

期待する生徒の活動がよ り顕在化 し評価 しやす くなると考えた。

　 ３－ ３．評価規準 と水準

　 一般に授業のね らいは、評価規準 （質的評価項 目） として設定 され る。

◎ ：原 問題 と異なる場面への適用があ り、問い も発想に飛躍がある問題

（また原問題 と同 じ場面でも、問いの発想 に飛躍がある問題）

○ ：原問題 と異なる場面へ の適用があるが、問いが同 じ発想 の問題

△ ：原問題 と同 じ場面で、問いも同 じ発想の問題

今回の問題づ く りではその中で特に見方 ・考 え方 に注 目し、既習のそれが他の場面へ適用できた

＊1竹 内芳男 ・沢田利夫 （1984）「問題 から問題へ－問題の発展的な扱いによる算数 ・数学科 の授業

改善－」、pp.21-23

＊2長 尾篤志 ・景山三平 ・長崎栄三 （2006）『高等学校における離散数学を中心 とした新たな教材の
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かを評価 したい と考 えた。そこで◎○△による3段 階の水準 （量的評価項 目）を設定 し、つ くられ

た問題の達成度によって分類することにした。

分類 の基準は原問題か らどれだけ離れていて、しかもよい発想をもっているかで評価 した。また教

員への過大な負担を軽減す る上でも、 ３段階が適 当 と考 えた。　 なお この ３段階で◎の評価 を得た

ことは、ねらいの中の見方 ・考え方において 「十分満足できる」 と評価 された ことを意味す る。

３－４．情意面の評価方法

　情意面の評価 については ２種類の調査を行った。

１つ 目は、問題づ く りの授業を終えた後の感想文による調査 であ り、２つ 目は離散グラフの指 導 （８

時間）前後での、数学に対す る認識の変化 を生徒質問紙によって調査 した。

　後者 の生徒 質問紙 はTIMSS中 １の調査 で使われた質問紙 を参考に行 った。一般に生徒の数学に

対する認識はあま り良好 とはいえないが、離散 グラフの内容 に触れることで数学に対す る認識 が改

善され ることを期待 してい る。

　以下は生徒質問紙 の調査項 目である。指導前が8項 目であ り、指導後は9項 目目を追加 した。選

択肢は 「強 くそ う思 う」 「そ う思 う」「そ う思わない」 「まった くそ う思わない」の ４選択肢である

が、集計は選択肢の 「強 くそ う思 う」「そ う思 う」 を 「肯定感」 として1つ にま とめた。

（1）数学の勉強は楽 しい　　（2）数学は、たい くつだ　　（3）数学は、や さしい教科である。

（4）数学は、社会 で役立 ってい る （5）数学は、生活の中でだれに も大切だ

（6）数学を学ぶ と、論理的に考える力が高まる （7）数学を使 って何か解決 してみたい

（8）将来、数学 を使 う事が含まれ る仕事をしたい （9）離散 グラフを使 って何か解決 してみたい

４．授業の実際

４－ １．本 校生 徒 の実態

　本校は普通科がな く、7つ の学科 （建築科，機械科，電子機械科，電気科，商業科，食物栄養科，

生活福祉科）か らなる職業高校で ある。

　今回授業を行った食物栄養科の １年生は女子39名,男 子 ３名 のクラスである。進路 は就職 と進

学が半数ずつお り、勉強は大切だ と考 えてはいるが数学を苦手 とし嫌悪感をもつ生徒は多い。

　問題づ くりをした経験はほとん どないた め、食物栄養科 らしい課題を与えた り、 グループ活動な

ど取 り組みやすい授業形態を設定することで、よ り積極的な参加 を促 したい と考えている。

４－ ２．問題選び と扱い方の方針

　離散 グラフには前述のよ うな学習効果が期待できるが、よ り活発 な活動や議論が生まれ るよ うな

問題選びが必要である。以下では ８時間の指導で扱った問題選び とその扱い方の方針を述べる。

　また今回の単元 目標を 「離散 グラフを利用 して、身近な事象 を考察 した り他者への論理的な説明

を通 して離散 グラフのよさを認識 し、数学 に対す る興味 ・関心を一層高めることができる」 ことと

した。

　 ４－２－ １．解決 の必要性 を感 じる問題

　離散グラフは応用範囲は広いが、生徒に とって必ず しも身近 な題材 とは限 らない。そこで本校が

＊1Ｉ ＥＡ （国際教 育到 達度評 価学 会） が進 めてい るTIMSS（Trends in International Mathematics and

 Science Study） と呼 ばれ る算 数 ・数 学及 び理科 の到達 度 に関す る国際的 な調 査
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７つの専門学科 からなることを生か し、学科に合わせた題材 を選び教材化 した。

　例 えば、問題づ くりの例 に使 った 「食べ合わせ問題」は食 物栄養科が調理実習のメニューを考 え

る ときにいつ も話題 にされ ることであ り、必要感をもって取 り組 めた と感 じている。

　またその必要感を強化す るために、食べ合 わせのよくない組合せをプ リン トにまとめ、その数 の

多 さや 自分たちの知 らない組合せがあることな どを取 り上げ、関心をもたせていった。

　 ４―２―２ ．離散 グラフの有用性 を実感できる問題

離散 グラフは （複数個の）点 と （その間 を結ぶ何本かの）辺だけか らなる単純な図形である。 し

か し現実場面おける様々な関係 を読み とれ るよ うに見方 を変 えなが ら、利用 していけるところに特

徴がある。た とえ同 じ図形であったとして も、点を都市、線分をその間の交通路 と見れば鉄道網や

道路網 となるし、電気を流す配線 と見れ ば電気回路網 となる。また点を国、線分 を二国の隣接性 を

表す と見なせば地図にも見えてくる。 さらに点 を人、線分をその間の交友関係 と見れば人脈図に も

なる。 このよ うに解釈 次第でい ろいろな見方ができるところが特徴 であり、その有用性 が実感でき

るよ うな問題を選ぶこととした。

　 ４―２―３ ．活動や議論のきっかけを起 こしやすい問題

一筆書きや地図の塗 り分 け問題な どは実際に手を動かしなが ら追究 してい くことも可能である。

離散グラフを使 って結果や解法が分かった としても、それで終わ りではなく実際に確かめてみた り、

条件 を変えるな どして振 り返 ることで理解が深ま りより定着 も図れる。離散 グラフにはそ うした題

材が多 くある。

　 また解法が１つ ではないことも議論のきっか けにもなる。食べ合わせ問題 で離散 グラフをつ くる

とき、関係の よい食べ合わせ （○印）に注 目す るのか、関係の悪い食べ合わせ （×印） に注 目す る

のかで追究方法が変わってくる。同 じ結論は得 られ るが、 どちらが有効であるのかは問題 によって

も異な り議論の分かれ るところである。地図の塗 り分 け問題 も、同 じ色 を塗る関係 に注 目す るのか、

異なる色に注 目す るのかで変わる。 こ うした葛藤 を内在 している問題 を選ぶ ことが有効 であろう。

　 ４―３ ．授業展開上の工夫

　 ４―３―１ ．互いを認 め合 うグループ学習

授業形態 は２ ，３人のグループ活動 とした。 自分のつ くった問題 をお互いに発表 し、互いにア ド

バイスす るよ うに指示 した。そ してグループの代表作品をクラス全体 に発表 したあ と、再度 自分の

問題 をつ くり直す ことを求めた。

　少人数のグループにす ることで、会話を増や し他者 に説明す る機会 を増やす ことができる。また

他者 へのア ドバイスを書いた り、他 グループの発表を効 くこ とで、お もしろい問題 に対す る発想や

見方に気づき問題づ くりの工夫 を共有できないか と考えた。

　　 ４―３―２ ． 自らの考えを表現するワー クシー ト

ワークシー トには、問題 をつ くるだけではな くその問題のよ さをアピールす る部分や 問題 を修正

した ときに意識 した点などを書かせた。彼 らが どのよ うな見方 ・考え方を生か したのか、また他者

の どのよ うなよさを生か したのかを捉え評価 しやす くした。

５．評価の実際

　５―１ ．活動面の評価

　５―１―１ ．つ くられた問題 に対す る評価 の一覧

例題 は食べ合わせ とい う場面 を取 り上げ、最低何種類 を問 う問題で あった。評価規準 としては、
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この場面 と問いを どう変化 させ たかに注 目した。なお、解 けない問題で もよいとし、問題 として成

立 しているかも問わない ものとした。

５―１―２ ．つ くられた問題 に対す る評価の実除

（ア）最 初 につ くった問題 で 「◎ 」評価 を受 けた 問題

　 ◎ ：原 問題 と異 な る場面 へ の適用 が あ り、問 い も発想 に飛 躍 が あ る問題

（１）作った問題とアビール文　（工夫したところ、面白いところ、人と違うところな．

この 問題 は、 「最低 」 とい う原 問 の 問い を 「最 大」 に変 えて い る。

授業では扱っていないが、完全 グラフとい う見方に発展 してい く問題で ある。

２色で濁 らない関係を示 しているが、３色４ 色になった ときに どうなるかは分か らず、問題 として

は不備がある。

（1） 作っ た問題 たアビール 文 　（工夫 したところ、面白い ところ、人 と違 うとこるなど）

　 問 い が 「最 低 」 か ら 「ル ー ト検 索 」 もす る よ うにな っ て

い る。 辺 が２ つ の 関係 を 表 して い るだ け でな く、数 値 も入

って い る。 こ の ときの授 業 で は ま だ扱 っ てい な か った が 、

ネ ッ トワー ク問題 につ な が って い く問題 で あ る。 離 散 グラ

フ を２ つ使 った解 き方 もユニ ー クで あ る。
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（イ）最初につ くった問題で 「○」評価を受けた問題

　 ○ ：原問題 と異なる場面への適用があるが、問いが同 じ発想 （最低 を問 う）の問題

（1） 作 った問 題 とアビー ル文　（工夫 したところ、面白 いところ、人 と違 うところ な ど）

　集団下校 時に来 るお母 さんのお迎 え人数 をなるべ く少な くしたい とい う問題である。 とても身近

な問題をよく発想できた と思 う。 こんな問題解決にも使 えるのか と筆者 も感心 した。

（l） 作 った問 題 とアビール 文 （工夫 した ところ、面 白い ところ、 人 と違 うところなど）

　 この問題 にはクラスの生徒た ちが一応 に感動 していた。

最近 の会社統合 はよくニ ュースにもな り生徒た ちの関心 も

高い ところである。そ うした身近な話題ではあるが 自分に

は手の届かない事例にも離散グラフが使 えることに感動 し

たよ うである。一 斉への発表 も最初の方だったためか、 こ

れに影響を受けた修正問題がい くつかあった。
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（ウ）修正後の問題で 「◎」評価 を受けた問題

　 ◎ ：原問題 と異 なる場面への適用があ り、問いも発想に飛躍 がある問題

（3） コメン トや友 だちの問題を見て、問題を つ くり直 し、ど こを修 正した か書こ う。

修正後である。最初の問題では○であったが、ここでは一筆書きの要素 も加わ り、問い も 「最高」

に変わっている。

（3）コメン トや友だちの問題を見て、問題をつくり直 し、どこを修正 したか書こう。

　修正後 である。最初の問題では○であった。場面を修

学旅行に した場合、互いの好き嫌 いを○ ×に表現 してい

たが、友だち関係が○ と×だけ しかない ことに疑問を持

ち、○ ×が 自然に起 こる場面 を考えた。そ して不特定多

数 が集 まる旅行ツアーな らば、知 り合いであるか どうか

を○ × とい う２種類だ けの表現 にな って も不 自然 でな

い。そ して部屋数を最高で３ 部屋 と決 めてか ら、相部屋

となる組合せ をあげてい くことを問題に している。
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（エ）修正後の問題で 「○」評価 を受 けた問題

（３）コメン トや友 だちの問 題を見て、問題 をつ くり直 し、どこを修正 したか書こう。

　 この問題は修正後である。修正前は同 じ場面で500円 としていた。 どれを買お うか迷った とき

に使 えると考えているよ うだ。

　ただこれ も２種類の関係 で １０００円以 内が分かってい るだけで、 ３， ４種類買った場合のこと

は分か らないので、問題 としては不備がある。

５―２．情意面からの授業評価

５―２―１ ．授業感想文 の実際

　（４）今日気に入った問題と授業の感想

（４）今 日気に入った問題 と授業 の感想

　問題づ くりをす ること自体がは じめての生徒た ちだった。

与え られ た問題 を解 く子 とが当然だ った彼 らだが、 自ら問

題 をつ くれ たこ とに感 動 していた。学んだ知識の生か し方

が分 か り、友だ ちが問題 を味わ える力 をつ けていた とい う

ことだろ う。筆者 も通常な らば類題 を与 えて授業 を進 めて

いた ところだ と思 うが、 これだ けの力 をつ けてい る生徒た

ちをきちん と評価 し適切に導 く責任の重 さを感 じた。
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５―２―２ ．ＴＩＭＳＳ アンケー トに よる調査の単元前後での認識 の変化

今回は８時間 （７つの題材）の指導 を行 ったが、その前後で行 った調査の結果である。

　各項 目とも改善が見 られ る。特 に 「４番数学は社会で役立っている」に対す る改善が顕著である。

また 「６番論理的な力高まる」 とい う反応が高い。離散 グラフは数式な どはほ とん ど使 わないが、

理由を考えさせた り、場面が変わっても見方が変わらないこ とな どを経験することで、論理的な力

は高め られ ることが分かった。そ して離散 グラフの８ 時間だけの実践であったが、一応に数学に対

する認識が改善された ことは とても喜ばしい ことである。

６．考察

　 ６―１ ．グループ学習による問題づ くりとその評価について

　それまでに得た見方や考 え方 を、身近 な問題の解決に適用 し問題 をつ くることができていた。

中には問題 に矛盾を もってい るものや、よ り高度な知識 を使 わない と解けない もの もあったが、問

題をつ くること自体は じめての生徒たちが、４時間程度の授業で これ程 に多様な問題 をつ くれ るこ

とが分かった。改 めて離散 グラフの可能性を感 じるとともに、生徒たちの感想文か らも自信 につな

がる記述を見ることができた ことは とて もうれ しかった。

　問題をつ くって終わ りにす るのではな く、一斉の中で取 り上げ、原問題か らどのよ うに発展 させ

てい るかを共有す ることができた。 これによって他の生徒 にもよい動機づ けを与え、またよい問題

とはどのよ うなものか、 どんな点に着 目して考 えた らよいのかなどを理解 させ ることがで きた。

　 ６―２ ．情意面の評価 について

　授業後の感想 を見ると、生徒たちは大変さを感 じなが らも問題がつ くれた ことに 自信 をもち、ま

た有用性を感 じていた ことがよく分かった。また指導前後 の比較 を見 ると、離散 グラフの学習を通

して、数学に対す る認識 の改善も図れたことが分か った。

　 これ らの評価 は教員が直 ちに 自分たちの指導 を反省 し改善することにつ ながるため、 さらに継続

的な調査 を行 う必要がある と考えている。
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７．まとめ と今後の課題

本研究では離散 グラフの評価 において、次のような示唆が得 られた。

　　●評価の対象を、活動面 と情意面の２つ面か らみ ることは とても有意義である。

　　●評価の方法 としては活動面についてはグループ学習を通 した問題づ くりが有効であ り、情意

面については生徒質問紙使 って行い、授業の前後や単元の前後で比較する ことが有効である。

　　●評価規準はそれが授業のね らいであり、各項 目の達成度 は３段階の水準に分類 して評価す る

ことが現実的で望 ましいだろ う。

　　●問題づ くりによって評価す るものは活動や議論 の過程や結果であるため、そのきっかけをつ

くるための環境整備が とても重要である。

　　　具体的には適切な問題 を選ぶ こととグループでの学習時間を十分 とることである。

　 離散 グラフの教材 には多 くの可能性を感じ る。 しか しそれ は活動や議論が十分にできたときの

結果であ り、これ を知識伝達だけで終わ らせるな らば５ 分で終わってしま う。そ うした配慮事項

や授業形態 の工夫な どをどう普及 させていった らよいかが課題である。

―105―



【補 足 資 料1． 本 時 の 授 業 展 開 】

● 本 時 の ね らい

　 　 ・問題 づ く りに 興 味 を も ち 、 他 者 の つ く っ た 問 題 の よ さに 気 づ く 。 （関 ）

　 　 ・離 散 グ ラ フ の 見 方 ・考 え 方 を 他 の 場 面 に 適 用 で き る 。 （考 ）

　 　 ・離 散 グ ラ フ を 他 の 場 面 に 当 て は め て 表 現 し利 用 で き る。 （表 ）

　 　 ・他 の 場 面 で 使 わ れ て い る 離 散 グ ラ フ の 意 味 を 理 解 す る こ と が で き る 。 （知 ）

●授業 の展開
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【補足資料２ ．本時前後の授業内容 】

今回の単元 目標 を 「離散グラフを利用 して、身近な事象を考察した り他者への論理的な説明を通

して離散 グ ラフの よ さを認 識 し、数 学 に対 す る興 味 ・関 心を 一層 高 め るこ とがで き る」こ とと した 。

●1時 限 目 （離散 グ ラフの発 見 ：ワー クシー トＮ ｏ． １）

【問題1： 最短路問題 】申1

　　あなたは生徒会 の役員にな りま した。

Ｃ （職員室）で印刷を してか ら、Ａ ～Ｇ （各研究室） に資料を配付 して、またＣ（ 職員室）

へ戻 ってきます。 どのよ うなコースで回れば最短時間 （秒）になるで しょうか。

すべての時間を記入する と左図 よりも多 くの線分が

引かれ ることになるが他 は最短ではないことに気づ く

だろ う。あ とはＣ か ら外周へ向か う出入 り口をみつ け

Ｃ→Ｄ →Ａ →Ｂ →Ｅ →Ｆ →Ｇ → Ｃ

とい う経路で、１６６ 秒が最短時間 となる。

①ね ら い ：離散 グラフを自ら考 え出 し、そのよさに気づ く。最短になる理由を説明できる。

②授業方法 ：３, ４人でグループをつ くり、互いの離散 グラフを比較 し説 明しあ う。

③考　　察 ：授業が混乱 して しまった。設定 した経路の時間よ りも、生徒が よく通 る抜け道の方

が短かったため、表の時間を見ず に経験的に答えを出していた。

その後 問題 を修正 したが、 自分 たちの経験的な発想が優先 して しまい、それが最

短路であるとい う理 由を考 えるときに も、図 （離散 グラフ）を生かそ うとす る動機

は生まれなかった。ただ各点を線 で結んだ図はあったので、それが離散 グラフの図

であることを伝 えたが、生徒 に とってその必要性はほ とん どなかった と思 う。

＊1西 村圭一 「「グラフ」の学習指導 に関す る研究一 自ら考 え有用性を感得す る教材 に焦点 を当てて

―」、長尾篤志 ・景 山三平 ・長崎栄三 『高等学校 における離散数学を中心 とした新たな教材の開

発研究』、国立教育政策研究所、pp.231-261
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●１ ～２ 時 限 目 （離散 グ ラフの利 用 ：ワー ク シー トＮ ｏ．２ ）

ケー ニ ヒスベ ル グの橋 問題 で は一 筆書 き がで きる のか。

【問題２ ：一筆書き問題】

　 ケーニ ヒスベル クの町 には、右図のよ うな川が流れ 、

７本 の橋がかかっている。

この橋をすべて渡 って、出発地点に戻 って くることはできるか ？

　 ただ し、同 じ橋 を ２回以上渡ってはいけない。

【解答】 地図のまま追究するのではなく、左図の ような離散 グラフ

にす ることで、見通 しのよい解答が得やす くなる。

　　　 奇点が４ ヶ所あることで、できないことを説明す る。

①ね ら い ：周囲 との会話の中か ら、場面をグラフ化 しさらに よい離散 グラフを知 る。

離散グラフの見方 ・考え方を知 り、一筆書きの条件を理解す る。

②授業方法 ：随時周囲 との会話を促 し、互いに比較す ることでよ りよい離散 グラフをつ くった り、

その見方を説明 し合 う場面をつ くった。

③考　　察 ：好評だ った。 ゲーム的な感 覚を持 った ようで、 とても集 中して取 り組めていた。

一筆書 き可能 かを考 えさせる図を各 自でつ くらせたが
、いろいろな図が出 されて と

ても盛 り上がった。問題 をつ くる （１本増やすだけでもよい） とい う意味が理解で

き、また どんな問題が よりおもしろいのか も共有できた。

●２ ～３ 時限 目 （離散 グラ フの利 用 （解 法１つ ）：ワー クシー トＮ ｏ．３ ）

【問題３ ：地図の塗 り分 け問題】

東北地区な どの 白地図がある。

隣同士の県が同 じ色にな らない ように塗 り分けるとき、

最低何色あればよいで しょう。

【解 法1】 【答え】

　 最低3色

①ね ら い ：地図をグラフ化 を通 して、点 と線 を何 に対応 させれば よいかを理解す る。

また辺の両端 を同色に しないとい うグラフの見方を習熟する。

②授業方法 ：随時周囲との会話 を促 し、互いに比較することで よりよいグラフをつ くった り、そ

の見方を説明 し合 う場面をつ くった。

③考　　察 ：好評だった。関東 甲信越 のグラフ化 では点の数 が多 くとて も大変だった ようである。

しか し集 中力をもって最後 まで取 り組めた。授業で得たグラフの見方や使い方 を他

の問題解決にも反映 させることができていた。
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●３ ～４ 時 限 目 （離散 グ ラフの利用 （解 法２ つ ）：ワー クシー トＮ ｏ．４ ）

【問題４ ：食べ合わせ問題】

　食材Ａ～ Ｆを使 って献立を考 えますが、食べ合わせ の

よしあ しがあるよ うです。

作る料理の数はなるべ く少な くして、別々の人に食べて

もらう。最低何種類 の料理 をつ くればよいで しょう。

作 る料理の数 と食材の組合せ を決めて くだ さい。

【解法１ 】○印に注 目した場合の離散 グラフ 【解法２ 】×印に注 目した場合の離散 グラフ

【答 え】・作 る料理 の数 　 ：最低２ 種類

　 　 　 ・食 材 の組 合せ 例 ：① （Ａ,Ｅ ） と （Ｂ,　Ｃ,　Ｄ）　 ② （Ａ,　Ｂ） と （Ｃ,　Ｄ,　Ｅ）

①ね ら い ：問題場面の見方によって離散 グラフが ２種類 できることに気づ く。

その とき点 と辺がそれぞれ何 を表すかを理解 し、離散グラフの利用方法を習得す る。

周囲 との会話の中から答 えに対 して筋道を立てて説明す ることができる。

②授業方法 ：周囲 との会話の中か ら、互いのグラフを比較 し説明 しあ う。

　　　　　　 ○印 と×印に注 目した場合 の2種 類 のグラフを比較 し、その作 り方や使い方を理解

させる。

③考　　察 ：○印に注 目した離散 グラフの見方や考 え方 について活発 な議論が起 きた。

当初 ×印に注 目す る生徒が多い と予想 した。それ は×印に注 目してつ くる離散 グ

ラフの利用方法が前時 と同 じだからとい うことだったが、実際には調理できる関係

に関心が高ま り○印 に注 目す る離散グラフがほとん どだった。 しか しそれをどのよ

うな見方や考え方で利用 した らよいのかが分からず、手が止まって しまっていた。

そ こで ×印で考えている生徒の離散 グラフを紹介 し答 えを出した。その後再び○

印の離散グラフに戻 り、どのような見方や考え方で利用 した らよいのか を学んだ。

その際 、□ＡＢＤＥ の存在か ら、この４種類 の食材 を一緒に してよい と考える生徒

がいたため、それの賛否を問いなが ら進 めることができ、 クラスが盛 り上がった。

４食材 とも線でつながってい るとい う主張だつたが、ＢＥ,　ＡＤ 間の組合せがよく

ない ことを友だち同士の発言 によって気づかせ ることができ、 クラス全体で理解を

深 めることができた。
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【問題４ ］の解決 のあと、問題づ くりに向けて次の ような問題を与 えた。

　【問題５ ：動物園の問題 】

　　 動物園にはいろいろな動物Ａ ～Ｆ がいますが、

一緒の檻 に入れてはいけない動物た ち （×印） と

一緒の檻 に入れて もよい動物たち （○印）の関係

があります。 これ らの関係が右表 の通 りです。

檻の数をなるべ く少な くしたいのですが、最低

い くつあれば うまく分け られるで しょうか ？

【問題６ ：薬品庫の問題 】

　理科室の薬品棚にはいろいろな薬品Ａ ～Ｆ があ りますが、

地震な どで瓶が割れ、混ぜ合わ さる と危険な薬品 （×印）と

混ぜ合わせても危険でない薬品 （○印）の関係があります。

　これ らの関係 が右表の通 りです。

　薬品庫をなるべ く少な くしたいのですが、

最低い くつあれば うま く分けられ るで しょうか ？

【解法１ 】○印に注 目した場合の離散グラフ 【解法２ 】 ×印に注 目した場合の離散 グラフ

【問題５ の答 え】

　　 　 ・作 る檻 の数 ：最 低２ 種類

　　 　 ・動物 の組 合せ 例 ：① （Ａ，Ｅ ） と （Ｂ,　Ｃ，Ｄ ）　 ② （Ａ，Ｂ ） と （Ｃ，Ｄ ，Ｅ ）

【問題６ の答 え】

　　 　　・用意す る薬 品庫 の数 ：最低２ 種 類

　　 　　・薬 の 組 合 せ 例 ：① （Ａ，Ｅ ） と （Ｂ，Ｃ ，Ｄ ）　 ② （Ａ，Ｂ ） と （Ｃ，Ｄ ，Ｅ ）

①ね ら い ：同じ表 と同じ離 散グラフであっても、違 う場面設定が可能であ ることを示 し、問題

　　　　　　づ くりの事例は身近 に存在す ることが理解できる。

●５ 時 限 目 （問 題 づ く り ： ワ ー ク シ ー ト Ｎ ｏ ．５ ） ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・・・・・・・・ （本 時 ）

【問題７ ：問題づ くり】

前時の食べ合わせ問題を参考 に、離散グラフを使 って解 く似た問題 をつ くってみ よう。

●６ 時限 目 （問題づ くりの続 き ：ワー クシー ト同 じ）

【問題 ８ ：つくった問題の披露 と解決 】

グループごとにつ くられた問題 と修正 された問題 を解 きな さい。

①ね ら い ：前時 と同 じ
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②授業方法 ：各 自がつ くった問題にグループか らコメン トをもらう。

また授業者か らクラスに紹介 された問題 も参考に しなが ら、自作問題 を修正 してい く。

グループ発表 の前後でつ くられた問題 を比較す る。

③考　　察 ：他者のつ くった問題 を知 ることで、い ろいろな発想 に気づき どんな問題 がよいのか

が理解できていったよ うである。 さらにグループによって話 し合 う機会が増 えたこと

で、 自分の修正箇所に気づきやす くなった と思 う。

●７ 時 限 目 （ネ ッ トワー クの利 用 ：ワー ク シー トＮ ｏ． ６）

【問題９ ：最短 目数 の問題】

　家を建てる際の段取 りが右表の ようになっている。

それぞれ順番 に進 めてい くと103日 かかって しま う。

　 より効率的な作業手順を考えるために離散 グラフを

つ くり最短 日数を求めな さい。

【解答】

　左図の ような離散 グラフをつ くり、仕事の全体像

をつ かむ。並行 して進 められ る仕事 を数 え上げない

よ うに足 してい くと最短 日数が得 られ る。

　つま り　Ａ ＋Ｂ ＋Ｃ＋Ｅ ＋Ｆ＋Ｇ ＋Ｉ ＋J

　　　　＝３＋５＋１２＋３＋７＋９＋７＋ ３

　　　　＝４９ 日

とな り、１０３ 日－４９ 日＝５４ 日短縮できる。

①ね ら い ：数値 の入 った離散 グラフ （ネ ッ トワー ク）の見方 ・考え方を理解する。

自分にとって どう活かせ るか考えることができる。

②授業方法 ：周囲 と相談す ることを促 し、適切な離散グラフ作図できるようにする。

最短 日数 をだす計算方法について、疑問をもたせ議論のきっかけをつ くる。

③考 ・　 察 ：最短 日数 を出す計算では、小 さい方ではな く大 きい方の数字 を足 してい くことにな

る。これ に疑問をもつ生徒の質問を取 り上げ全体追究の課題 にした。つ ま りＧの９

日をＤ までの２５ 日に足すのか、Ｆ までの３０ 目に足すのかである。 こ うした議論

のきっかけをつ くることで、離散 グラフに対す る見方 ・考え方がより深め られた。

●８ 時 限 目 （離散 グラ フに よる問題解 決 ：ワー ク シー トＮ ｏ．７ ）

【問題１０：握手問題】

　Ａ さんは、夫人同伴でパーティーに出席 しま した。そこにはほかに２組の夫婦が出席 してい

ま した。合計６ 人の間で、握手が交わ され ま した。 どの人 も、自分の同伴者 とは握手せず、ま

た同じ人 と２度以上は握手を しませんで した。握手が交わされたあと、Ａ さんは、彼の奥 さん

を含めた各人に、何回握手 したか とたずねた ところ、どの人も異なる回数 を答 えま した。

さて、Ａ さんの奥 さんは何回握手 をしたで しょうか ？
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【解答】

　問題 の場面 を左図のよ うな離散 グラフに表現することで、追究 しや

す くなる。数字は握手 した回数を表すので、夫婦関係 が特定 され ること

になる。つま り４―０，３―１ である。残 ったのはＡ さん と２であ り、

したがってＡ さんの奥 さんは２ 回握手 した ことになる。

①ね ら い ：問題文 を適切な離散グラフに表現できる。

Ａさんの奥 さんを特定 してい く過程において、論理的な追究姿勢を養 う。

②授業方法 ：周囲 と相談す ることを促 し、適切な離散 グラフ作図できるようにす る。

奥 さんを特定す る理 由を何人かに説明させ、その不備や矛盾 を指摘することで議論

のきっかけをつ くった。

③考　　察 ：特定す る理 由を敢えて板書せず、各 自で記述 させた。論理的な記述はなかなか困難

であったが、予想外 にあきらめる生徒 も少な く取 り組 むことができた。
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【補足資料３．授業研究会の記録】

（１）日時　　平成１８年１２月１日 （金）１４ ：２５～１６ ：３０

（２）参加者　長尾　篤志　　国立教育政策研究所 ・研究リーダー

　　　　　　 正田　実　　　国立教育政策研究所 ・名誉所員

　　　　　　 国宗　進　　　静岡大学教育学部 ・教授

　　　　　　萩原　季弘　　静岡県立沼津東高等学校 ・教諭

　　　　　　 高橋　広明　 千葉県立松戸六実高等学校 ・教諭

　　　　　　 上久保 智博　長野県野沢北高等学校 ・教諭

　　　　　　杉浦　一弥　　長野県上田千曲高等学校 ・教頭

　　　　　　宮島　和昭　 長野県上田千曲高等学校 ・教諭

　　　　　　小池　隆信　　長野県上田千曲高等学校 ・教諭

　　　　　　北澤　晃　　 長野県上田千曲高等学校・講師 （離散講座３クラス担当）

　　　　　　横澤　克彦　　長野県上田千曲高等学校 ・教諭 （離散講座４クラス担当）

（３）授業研究会の記録

●評価基準につ いて

　 授業前に検討 した評価基準は次のよ うなものであった。

◎ ：違 う場面で、関係の変更を意識 した問題

　　例 えば、地 図の塗 り分け，同 じ檻に入れ られ る動物，混合危険な薬 品な ど

○ ：違 う場面で、個数の変更を意識 した問題

　　同じ （料理）場面でも、食べ合わせの良 し悪 し （関係）の変更 を意識 した問題

△ ：同じ （料理）場面でも、食材数 （個数）の変更を意識 した問題

　 （質問1） しか し、△を食材 の個数が変化 した場合 としてるが、食材 の個数が変化すれば同時に

　　　 ○×の関係 も変わ り、○に評価することとの違いが分か らなくなって しま うのではないか。

　 （筆者） これ につ いては、授業後に評価基準を修正 し、ワークシー トを点検 した。

　 （質問２ ）△に評価 され る食材数 （個数）の変更を意識 した生徒であっても、それ だけで何種類

も問題 をつ くった場合は どう評価す るのか。

　 （筆者）今回の授業ではいなかったが、生徒 の反応を見て基準を変えるこ とも必要だ と思 う。

●評価方法 について

　（質問３ ）単元 目標にある 「グラフ表現の よさを認識 した」 ことの評価 はどのように行 うのか。

　（筆者）離散 グラフを使 って解 く問題をつ くったことで、既習の見方 ・考 え方が どう生かされ、

どんな有用感 をもてたかが評価できると思 う。

●授業形態について

　（質問４ ）グループ活動や問題づ くりとい う授業形態 は、離散 グラフだか らできるのか。

既存の単元では無理なのか。

　（質問５）問題づ くりはいつもや るのか。

　（筆者）前単元は三角比だった。鋭角三角形で確認 した公式を、鈍角 にした場合での問題づ くり

を させたが単 に角度を鋭角か ら鈍角 にしただけだった。身近な事象の解決に利用す るよう

な問題 はつ くられなかった。

　（意見１ ）離散グラフと三角比では問題づ くりの しやす さの違いもあるだろ う。

●テ ス トにつ いて

―113―



（意見２ ）この単元のあ とはテス トはや らないんでしょ。活動を主にする とテス トに しな くて も

よいのだろ うと思 う。

●問題文について

　 （意見３ ）「離 散グラフに置き換 えて考 えよ」は 「離散 グラフで表現せ よ」が適切ではないか。

●現実感について

　 （質問６）数学的に破綻 している問題があった。２ つ買った ら５００ 円を超える関係が分か って

いて、５００ 円以内に収める組合せ問題だったが、３ つの組合せ も可能になっていた。

　 （質問７）人間関係 を○ ×だけでなく○△× で表現 している生徒がいた。 この場合のグラフはど

うなるのか。

　 （筆者）問題づ くりを始 めか らあま り制約 した状態でや らせた くなかった。成立 していない問題

については、出てきた都度考えようと思っていた。

　 （意見４ ）食材が記号 （Ａ～Ｆ ）であったため生徒 はそれをまね していた。それぞれ の固有名詞

で問題をつ くった ら、 より現実感 を持 って成 り立たないものは除いたか も知れ ない。

●問題づ くりのあ との授業

　 （意見５ ）問題づ くりとその後の手当には１時間じゃ無理。で もそれにつ いて議論することはと

てもよい。

　 （意見６ ）我 々はクローズ ドな問題を好むが、活動を中心 とした授業では、オープンな問題 でよ

いのだ とい う評価 をしないといかん。もちろん課題はあるが、可能性 はあるよ うに思 う。

　 （意見７ ） こうい う工夫 （問題づ くり）を現場の先生にして もらいたいんだけど、題材 に しても

授業の仕方に して も。教科書にあると教科書通 りになって しま う。そこが問題だ。

今 日はい ろんな所に使 えるよができればよいので よかった。

　 （意見８）今回の授業を受けた生徒が、また三角比の ような従来の内容 になった とき、また これ

まで と同 じような指導に戻って しまっては困る。

●グラフ表現す ることのメ リッ ト

　 （意見９ ）○×の生データで考 えていた ら分からないが、生データをグラフに表す と捉 えやす く

なる。それ を理解 させ られれば今 日は上出来。それで場面を変 えられれ ばそれで よい。

適応範囲が広がったことになる。 自分たちにも使 えそ うな気になる。

（意見10） グラフは全体を見せている。

●学習環境

　 （意見11） 教室の場所 と人数 にゆとりがない。だいたい２０ 人 ぐらいでやれれ ばよかった。

　 （意見12） 時間。最初復習 に ２０分かけていた。あ とを３０ 分でやれは無理な話。

　　　 先生が待てない。指示が多い。 １５分で しゃべ り始 めちゃった。先生が グループの問題 を

提示発表 させていたが、本 当は生徒が出てきて、発表 し合 うとよい。

●位置づ け

　 （意見13） 今回の実践は千曲高校でのもの として もちろん位置づ けはできるが、国 レベルでの

論議 には していかないのか。各校がこうした授業を して くれれば よいが。

　 （意見14） 専門科の ある学校 ではこ うした内容 も入れて問題づ くりな どさせ 、また従来の数学

に戻った ときもよい影響が出るようならよいが、進学校 でや った ら５分で終 わって しま う。

　 （意見15） 可能性は とて も感 じるが、難 しい問題 もいっぱいある。学習指導要領 の書き方が1

つでなく、 こうい う授業方法 もあるよとい う書 き方 もできれ ば変 わるか も知れないが。
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離散数学で論証を学ぶ

　　　萩原　季弘

静岡県立沼津東高等学校

【要約 】　 高校数学に離散数数学 を導入す る方法 として 、「集合 と論理」で離散数学のい くつかの

話題を取 り扱 うことが考 えられ る。その例のひ とつ として本校 の理数科の生徒を対象 に実施 した特

別授業 の内容を報告す る。 ここでは離散数学そのものを学ぶ と言 うことよ りも、論理 を学ぶ上での

題材 として離散数学の問題 を活用するとい うことに主眼をおいた。離散数学には、存在証明に用い

る鳩の巣原理や 、論理的思考を養 うためのよい題材がい くつかある。そのような題材 を扱 うことで、

す ぐに公式やパ ターン化することに陥 りがちな思考か ら脱却 し、考えることの重要性 を再確認 し、

自分の考 えを言葉で説 明す ることの大切 さを感じ ることができるような授業を 目指 した。

１．はじめに

　離散数学は一般に数式化や公式化が難 しく、アル ゴリズムの発見による構成的な方法や、背理法、

数学的帰納法な どの言葉 による説明 と理解が重要 な数学である。特に、高度に抽象化す ることまで

踏み込まなけれ ばいくつかの操作や図で理解す ることも可能で、その理解を他者 と共有す るために

は、言 葉が大切 な意味を持つ 。また、身近な ことを題材 とした問題が多い ことも特徴である。

　 「集 合 と論理」にその ような離散数学の問題を取 り入れ ることで、 「論理」を より身近なもの と

して とらえ、 さらに論理 の本質を理解す ることができるよ うになることを期待 して今回の授業を実

践 した。

　最初に、教科書 に入れ る際の大 まかな構成をイメージ し、その流れにそって授業の内容 を組み立

てた。ただ し、4時 間 とい う限 られた時間であったので、ひ とつひ とつをかな り圧縮せ ざるを得な

かった。実際の授業計画ではひ とつひとつのテーマ に時間をかけて、 さらに内容 も２～３倍 にふく

らま して行 うとよいだ ろう。

２．構想

数学Ａ で行 う集合 と論証 について、次の内容 を取 り扱 うことを想定 した。

１．集合　……集合 の記号、要素、包含 関係

２．命題　 ……逆、裏、対偶、必要条件、十分条件

３．証明の方法

　　　 (1)　対偶法

　　　 (2)　背理法

　　　 (3)　数学的帰納法

4． 証明に用い られる原理

　　　 (1)　 二値化

　　　 (2)　鳩 の巣原理
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　 １，２ は従来の内容 とほぼ同 じである。

　 ３はいろいろな証明法について学ぶ。(1)(2)は 従来 と同 じである。(3)は 従来数列で扱 っていた

ものである。数列 の知識 を前提 とせず、数式を前面に出す ことも避ける。

　４では証明によく用 い られる原理 として二値化 と鳩の巣原理を取 り上げる。いずれ も離散数学で

よく扱われ る原理である。

離散数学 としての直接の項 目は４のみ であるが、 １～ ３において も離散数学の話題 を取 り入れ全

体の流れを一貫性 のあるものにす る。

　今 回の授業では１,２お よび３ の(1)(2)は 既習であることを前提 に組 み立てた。ただ し、２ に

ついては言葉で表現す ることを意識 して確認の時間を1時 間 とった。同 じことに留意 して３ の(1)(2)

につ いての題材 を選んだ。数式以外の題材 を扱い言葉で説明することを強調 した。

　次に４ の(1)(2)で は全称命題 でな く存在命題に関す る論証 を学ぶ。二値化では偶奇性に注 目し、

「～ができない」 「～が存在 しない」な どの命題を証明す る。 こ うい う証明 しに くいことの証 明の

導入 として、偶奇性 に注 目した証明は分 か りやす く、適切であると考 えた。その後鳩 の巣原理を学

ぶ。具体的に求めるのでなく存在のみを保障す るとい う原理だが、易 しい例で慣れた ら多少高度な

ことも扱 う。今 回はいずれ も正方形の格子状の図形に関す る問題 を題材に して多少な りとも統一性

を持たせた。

　最後に数学的帰納法を扱 う。通常は数列で扱 っているが、数列で扱 うと数式の変形やn、kの 文

字の扱いなどに意識が向いて、数学的帰納法の理解に至 らないこともある。数式を （できるだけ）

使わない例で数学的帰納法の考え方 を学べるようにした。高校で学ぶいろいろな証明法 についてこ

の項 目でまとめて学んで整理す るとい うことも考えた。

　今回は取 り上げなかったが、同 じ目的でグラフ理論の題材 を扱 うことも有効ではないか と思 う。

グラフ理論は以上の項 目をすべて網羅 して流れのある授業 を構成す ることができると期待できる。

本報告所にもい くつかの事例があるので参照 され たい。

３．授業計 画

(1)　 日時2006年8月22日(火)～25日(金)

(2)　対象　 1年 生理数科生徒17名

　　　　　 ※授業で教科書の内容 （集合 と命題）について学習済み

(3)　 内容

上記の 「構想」に沿って2～5の 内容 を各1時 間実施 した。 （各70分 ）

　　１時間 目　 命題

　　２時間 目　 対偶 ・背理法

　　３時間 目　 偶奇性 ・鳩の巣原理

　　４時間 目　 数学的帰納法

―116―



４．授業 の記 録 （１）　「２～３時間目」

■２時間 目（対偶 法 ・背理 法）

本時の 目標 ：証明の重要な考 え方 としての対偶法、背理法について理解 し、問題文の意味を的確

にとらえ、対偶法 ・背理法を使 って説明ができる。 （数学的な見方 ・考え方、興味 ・関心 ・態度）
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（注）帽子の問題 は次の通 り。いずれ も 「あなた＝（生徒）」がかぶ っている帽子 の色 を答 える。

ＣＡＳＥ１：帽 子 は赤1つ 、 白1つ 。 も う一 人 （坂本君）

は赤 をかぶっているのが見 える。

ＣＡＳＥ　２：帽子は赤2つ 白1つ 。坂本君は赤。

坂本君に自分の帽子の色を聞くと 「わからない」

ＣＡＳＥ３：帽子は赤２つ白１つ。伊藤君は白、

坂本君は赤をかぶっているのが見える。

ＣＡＳＥ５：帽子は赤３つ 白２つ。伊藤 ・坂本両方が赤をかぶっ

ているのが見える。最初に伊藤君に自分の帽子の色を聞 くと

「わか らない」。次に坂本君に同じ質問をするとやっぱり 「わ

からない」

CASE4： 帽子は赤３つ 白２つ 。伊藤君は白、坂本君は赤をかぶっているのが見える。坂本君に自分がかぶって

いる帽子の色を聞くと 「赤」 と答えた。
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■３時間目（偶奇性・鳩の巣原理）

本時の 目標 ：偶奇性 に注 目す ることや、鳩 の巣原理を用いることで存在命題 の証明の方法 を学び、

自分の言葉で説明できるようにする。 （見方 ・考え方、関心 ・意欲 ・態度）
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■４時間目（数学的帰納法）

本時の 目標 ：証明の方法 として、数学的帰納法の考 え方を導 き、その有用性 を理解す る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （関心 ・意欲 ・態度、見方 ・考え方）
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５．授業記録(2)

　授 業 の 中で 印象 的 な場 面 を掲 載す る。 正確 に記録 した も ので はな いが 、実際 の授 業 の大

ま かな流 れ を感 じてい ただ け る よ うま とめた。

□3時 間 目

問５ 　８ ×８ の マ ス 目の グ ラ フ用 紙 にで き るだ け多 くの マ ス 目を

緑 に塗 ろ うと思 う。 た だ し、 下 図 の よ うな形 のマ ス 目を 勝 手

に取 り出 した とき 、 少 な く とも1つ の マ ス 目は緑 色 に 塗 られ

な い よ うにす る。 最 大 い くつ の マ ス 目を塗 る こ とに な るだ ろ

うか 。

　 この形 （Ｌ字ブ ロック）は

９０° ごと回転 させた もの も考える。

８ × ８の マ ス 目

生徒1　 塗 り方はわか りま した。

教師　　では前に出て書いて くだ さい

生徒1　 （右図1の よ うに塗る）

　 （… しば らく自分で眺めて）

生徒１　 あ、もっと単純に塗れ るかな ！？

（右図２ のように訂正）

教師　　なるほ ど、単純だね。 シンプルだ。

でも、これで最大だって どうしてわかるかな ？

生徒1　 図1で も2で もあとひ とつ塗 ると緑色の Ｌ字ブ ロックができてしま う。

教師　 　うん、でもそれは この塗 り方だからかもしれ ない。他 の塗 り方で も必ずそ うなるのかな ？

　　　　（生徒 しば らく考える）図1図2
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教師　　２ ×２のマスで考 えてみよ うか。全部緑色のL字 ブロックができて しま うとい うことだか

ら…

生徒２　 （２×２の）４ マスの うち３つ を塗ると（全部緑の）Ｌ字ができて しま う ！

生徒３　 鳩の巣、鳩の巣 ！

教師　　 ちょっと整理 して言って ください。

生徒３　２ ×２のマスが全部で１６ 個できる。３３ 個のマスを塗 るとどこかの２ ×２マスには必ず

３つ以上緑 のマスができる。つま りＬ字ができて しま うので、３２ が限界。

教師　 　その通 り。そ して条件 を満たす塗 り方 はこの（図１ 、２ ）塗 り方で示 したので３２ が最大

だ と言 うことがわかったね。

図 ３

３２マスだがＬ字ができる場合

２×２ マスのブ ロックが４ ×４ ＝１６

個で き、各 々 に２ つず つ塗 る。

そ の塗 り方 もふたつの２ ×２ マス に Ｌ

字 ができないよ うに しなけれ ばな らない。

□４時間目

課題 　１６ ×１６ のマ ス 目のグラフ用紙か らどのマス 目（正方形）のひ とつ を切 り取 っても残

りの グラフ用紙 を下図の よ うな タイル で埋 め尽 くす ことがで きることを示 しな さい。

教師　　いきな りでは難 しいので２ ×２で始めよ う。

　　　２×２か ら一マス切 り取 るとＬ字のタイルそのものなので これは問題ないね。

次の４ ×４で考 えてみよ う。

生徒１　 （右図５ を示す） 図 ４

図 ５

教師　　 うまくできたね。次は８ ×８で考 えよ う。

生徒２　６ ×６でないの ？

教師　　６ ×６ってできるの ？

生徒２　 …３６ か ら1引 くと３で割れないか らできない。

教師　　 じゃあ８ ×８は ？
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生徒２　８ ×８－１ ＝６３ 。３ で割れる。

教師　 　３で割れてもできないのがあるか らそれだけ じゃあ十分でないね。 ほんとにできるかや っ

て みて。

　 （かな り時間がかか る）

生徒３　 （右図6の ように考 える）

教師　　やっとできたね。

　　　　どうや ってやったのかな ？

　　　　小 さいサイズで考 えた ことが生きて る？

生徒３　 あんま り関係ない。

教師　　次に１６ ×１６ を考えるためにも、４ ×４での考 図 ６

えをうま く拡張できる敷 き詰 め方はない ？４×４か ら一マス除いた ものは埋め られたんだ よ

ね。

生徒 ４　 （相似形の Ｌ字型 をつ くろ うとする（注）。なかなかできない。）

教師　　なるほど。 もう一歩だね。

生徒５　４ ×４を４つ作 る ！

　　　　４つのブロックで1つ 欠けているところは大丈夫 。証明こみ。 のこり３つはひ とつずつ ま

たがるように Ｌ字 をお くと　残 りは４ ×４か らひ とつ除いた ことになるのでやっぱ り可能

　　　　（注２）。

教 師 　 　今 の説 明で次 の１６ ×１６ も うま くい くこ とが わか る ？

生徒５ 　 わか るわか る。 ず っ とい け る。

教 師　 　 この よ うにあ る と ころで成 り立つ こ とを使 って次 の と ころで も成 り立つ こ とが言

えれ ば 、そ の次 も どん どん 成 り立つ こ とがわ か る。 こ うい う証 明 の仕 方 を数 学 的

帰納 法 とい い ます 。

（注 ）　 た とえば次 の よ うに構 成 す る。

左 図７ の よ うに大小 の Ｌ字 型 を作 ってい くこ とで埋 め る

こ とがで き る。実 際 に は時間 不足 で生 徒 は完成 させ る こ

とがで きなか った が、 これ も帰納 法 へ と発 展 で きる。

図 ７

（注２ ）　 下図のよ うに説明

４×４か ら1つ 除いた 図 ８

ブ ロック

このようにＬ字 を置

けば残 り３つのブロック

も４ ×４か ら1つ 除いた

こ とに な る。
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６．生徒の感想

１● とて も頭を使ったと思 う。いろいろ面白い問題があった。格子点の問題や点 と点 と交わらないように結

ぶ問題（２時間目 ・問７）は面白いと思った。

２●あた りまえのことでも、深 く考えていくと難 しいことなどもあって、とても面白かったです。普段の授

業とはち ょっと違 う感 じで頭の体操にな りま した。わか らなかった問題もちゃん と考えたいです。

３●普段の授業では使わないような脳の部分を使 った気が した。70分の授業で頭を使った後すごく疲れた。70

分があっという問に終わってしまいとても楽 しかった。証明を自分の言葉で表現することがどれだけ大

変かわかった。論理力が鍛 えられたような気がした。

４●数学はなぜ全 くずれがなく現実世界の規則 ・法則 ・事象を表せるのかとえも不思議に思いました。 もっ

と数学でできるいろいろなことを知りたいです。

５●帽子の問題や偶奇性の問題が面白かった。全く分か らない、難 しい、と思った問題でもちょっと考える

方向性を変えたりア ドバイスをもらった りするとパッ ！！とひらめいたり、あー、 と納得できた り楽 し

かった。

６●鳩の巣の考え方がとても興味深 く面白かった。命題の真偽で仮定がちがっていたらすべて真 とい うのに

は驚いた。とてもためになった。

７●３ 日目の問題が1番 数学っぽくて （？）難 しかった。 「や り方を知らない とできない」 とい う数学の定

理を思いっきり見せ られた気分だった。帽子の問題の伊藤が笑った。1日 の命題は何や ら不満が残るも

のだった。

８●ひらめきが必要な問題が結構あったので難 しかった。帰納法は図形の問題で面白いと思った。

９●今回の講義 を受けてみて、論理力の不足を痛感 し、改めてその大切 さに気づかされた。今までは与えら

れた公式を使ってといった勉強方法だったが、これからはしっか り考えるくせをつけられるように した

　 い。

１０●普段の授業では使わないような考え方 をしてクイズのような感 じで楽 しめました。こうい うことも数

学って言 うんだなとい うこともありました。数学って広いなとっ くづく感 じました。

１１●頭を使 う問題をやったのでとても疲れたが解けた時、達成感があった。公式のみを使 う数学に慣れる

のではなくその原理を知ることが大切だと思 う。

１２●命題と証明が分か りやすかった。難 しいものが多かった。

１３●どれもとても面 白かったです。図形の問題が好きなので帰納法は一番面白かったです。帽子の理論は

とても頭 を使 うので（条件や新たに生まれる情報など）とても良い と思います。

１４●普通の数学 と違 う問題や定理をやったのでっいて行けない部分もあったし、説明をされたときは少し

は納得したけど実際に問題 を解 くときに使 うのは難 しいと思 う。でも楽 しくできたのはよかった。

（注）６●－ 「仮定が違っていたらすべて真」とい うのは1時 間目で 「PならばQ」 は 「Pでない または　Pか

つQ」 を扱ったことを指す。授業では 「あなたがペ ンギンなら私はキリンだ」 とい うような具体例で紹介

　　　 した。

　　７●－ 「や り方 を知らないとできない」と思 うのは授業の中で自分 （や ともだち）が発見できたとい う実感が

乏 しかった証拠であり、授業に反省すべき点があったことを示唆する。

　 １２●－1時 間目の授業は離散数学との関連が少ないためここではふれなかった。授業者 としては、日常言語と

数学での用語 との関連、相違点を強調 しすぎて生徒に混乱を与えた とい う反省があったので、このように

「分か りやすかった」 とい う感想は意外であった。
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７．考 察

今回は特に公開 して実施 した授業ではなかったので授業者 と生徒の感想だけでの評価になること

をお断 りした上で考察を以下に述べる。

□2時 間 目

・ 帽 子の問題は生徒がおもしろがってよく考えた。

・授業ではパソコンのプレゼンソフトを用いて電子紙芝居的に展開した
。

・ただし、パソコンで用意するということは授業者が意図する展開がすでに織り込まれているわ

けで、生徒が発見し説明するという意味が薄れる。授業ではわかった生徒に説明してもらうこと

が出来たが、プレゼンソフトの使 用は教師誘導型に陥らないよう注意が必要であると感じた。

・題では従来のような問題も入れた（問６√２ ＋√３が無理数であることの証明）。その問題

がもっとも取り組みやすく多くの生徒が取り組んだが、中には問7（白黒各10個 の結線問題）

に取り組んだ生徒もいた。

□3時 間目

・偶奇性に注 目する問題は
、不可能であることの証明としては分かりやすい題材 であった。

・後半の始めは早いうちに鳩の巣原理の説明に入ってしまい講義 式に近い授業展開となった
。

1時 間にふたつの 内容をいれるという欲張った授業計画によって、生徒が消化不 良となってし

まったことは否めない。例題も一気に難しくなりギャップがあった。離散数学も講義式 に進める

とつまらない授業になるという悪い手本 となってしまった。

・しかし、最後の問題（問5　 正方形格子を2色 で塗る条件をつけた問題）では最後に鳩の巣原

理が使えたことに生徒は満足したようであった。

・生徒から条件にあう塗り方が早いうちに提案されたがそれが最大であること（それ以上塗ると条

件をみたさなくなること）は鳩の巣原理を用いることでうまく説明できる。逆に鳩の巣原理からは

33個 のマスを塗ることができないということは示せるが、32個 で可能かどうかは直接は示せな

い。生徒があげたような具体例をもって初めて32個 が最大とわかる。このようなことは最大 ・最

小の検討への注意を与えるとともに、必要条件 ・十分条件の検討にもつながることがらであり、

離散数学の証明問題では特に意識されることである。

□４時間 目

　　 ・帰納法はステップを踏んで考えていった結果、生徒もよく分かったようである。一般化して次の

ステップへ進む方法を生徒 自身で導くことができた。

　　 ・帰納法は後で数列の単元で再学習することになる。ここでは証明の記述の仕方 （①n＝1　を示

し、②n＝kで 成り立つと仮定すると、n＝k＋1で も成り立っ　という２段階の形式的な記述 方

法）についてはふれなかった。

□全体通 して

　　 ・1時間70分 とはいえ４時間完結の短期講座だったので結論を急ぐところもあり、全体として十

分ではなかったが、それぞれをふくらませれば流れとしてはよいのではないか。

　　 ・帰納法については本当に理解できたか、今後数列を学んでもう一度帰納法にふれたとき、今

回のことがどのくらい生きるかが問題である。

・この後、生徒が中学生対象に理数科の授業紹介をする機会があったが、その際にＬ字型プロ
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ックで埋め尽くす帰納法の問題を取り上げ中学生に説明した。時間の都合もあり中学生に考

えてもらう時間はほとんどなかったが、生徒の説明も簡潔 にまとまられ 、参加した中学生は一

様 に興味を持って聞き、理解もしたようであった。中学生でもわかる内容であることが確認され

たとともに、中学生に説明するためにもう一度問題を確認し、説明の方法を検討することによっ

て、生徒の理解が格段に深まる様子が見られた。このように、自分の意見をいろいろな形で他

人にわかるように説明することは時間が許す限り大いに取り入れていくとよい感じた。

・今 回の授業は本校理数科の発展的な内容の授業として行った
。比較的数学が得意で興味を

持っている生徒が多く、上記のような問題点もあったにも関わらず生徒の反応はよかった。問

題を精選し1題 にかける時間をもう少し多くとることによって、いろいろな生徒に対応できると

思われる。

・本冊子のいくつかの報告でもグループ学習のことがふれられている
。この授業では明白なグ

ループ学習は行わなかったが、一人ひとりが積極的な姿勢を持った17名 という比較的少人数

の集団であったので意見交換もある程度できた。しかし、この意見交換の場 が生徒の考えを

深める場であることを考えれば、時間をもう少しとり、効果的なグループ学習を展 開することで

さらに生きた授業となると思われる。

８．まとめ

　 離散数学の題材 は、生徒の思考 を公式やパ ターン化か ら自分の頭で考え組み立ててい く方向へ 向

かわせてくれ る。その点において 「命題 と証明」で離散数学の題材 を扱 うことは効果があると思わ

れる。「命題 と証明」は数学の学習の中で土台 となるべき ところであるが、苦手 とする生徒 も多い （特

に必要条件十分条件）。離散数学の題材 によって自分で考え、 自分の言葉 で表現す ることの大切 さ

を認識で きる。

　 ただ し、ひ とつひ とつ をじっくり考 えるための時間の確保 が必要であることは今 回の授業実践の

中で も改めて明 らかになった。面 白い話題であるが結論を急 ぐと奇抜 な発想で解 くパズルのような

印象を与 えて しま うおそれ もある。却って数学嫌いを生む ことにもな りかねない。その意味では離

散数学 も万能でない。扱い方、授業展開の仕方が重要であるのは他の教材 と同 じである。

　 今 回の授業構想 ・展開はひ とつの例である。離散数学の他 の題材 （例えばグラフ理論な ど）を核 と

して組み立てるほかに、 トピック的 に組み込む ことで授業にふ くらみ をもたせ るような展開も考え

られ る。今後 さらにいろいろな実践 を積み重ね、経験 を交流 してい くことが大切である。

９参 考文献

数学のひろばI,II　 　　　　　　　　ドミトリ・フォーン他　志賀浩二他訳　（岩波書店）

赤いぼうし　　　　　　　　　　　　 野崎昭弘　安野光雅　（童話屋）

数学流生き方の再発見　　　　　　　　秋山仁　（中公新書）

考えることの科学　　　　　 　　　　 市川伸一（中公新書）

だしっこ問題 「論理パズル」傑作選　　小野田博一（講談社ブルーバックス）

数学の証明のしかた　　　　　　　　　秋山仁（駿台文庫）
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Ⅳ．離散数学の教科書記述例
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「離散グラフ」の教科書記述例に関する一考察

　　　　 西村　圭一

東京学芸大学附属大泉中学校

【要約 】本研究のね らいは， 「離散 グラフ」における教科書の記述例を示すことである。そ

のために， 「離散 グラフ」を扱 うねらいやそれを実現するための授業展開を考 え，それをも

とに，教科書記述上の工夫について検討 した。そ して， 離散 グラフの導入に当たる節の教

科書記述の1次 案 を作成 し，実験授業を行ない， その反省をふまえ，教科書記述例を完成

した。

１　 研究のね らいと方法

　筆者は，本研究会において， 「離散 グラフ」を中等教育段階に導入す ることを検討 してきた。なぜ

なら，「離散 グラフ」は，式や関数のグラフ等 と同様，数学的処理の対象 となる数学的モデル として

有効であり，また， 多岐にわたる応用分野を有することか ら，生徒にとって学ぶ価値があると考え

たか らである。

　実際，離散グラフを取 り上げた2006年 度の実践研究 （西村，2006） か らは，生徒の既存の数学的

知識 に左右 されずに，数学的モデル化過程1）を通 した問題解決が実現できること，数学の社会的有

用性の感得に貢献できること，数学的に考えを伝 え合 う活動 を促進することな どがわかった。その

一方で，学習指導要領に位置づけた際に，教科書はどのように記述すればよいかが検討課題 として

残った。

　本研究のねらいは，離散グラフの教科書の記述例を示すことである。そのために，離散グラフを

扱 うね らいやそれを実現するための授業展開を考え，それをもとに，教科書記述上の工夫について

検討する。そ して， 教科書記述の1次 案 を作成 し，実験授業を行ない，その反省 をふまえ教科書記

述例を完成する。

２　 離散グラフの教科嘉の記述

（１） 離散グラフを扱 うね らい

　社会生活の場面や身近にある離散的な事象を、離散グラフに表 して数理的に考察 した り、解決の

手順を的確に表現 した りすることを通 して、数学的な見方や考 え方を豊かにするとともに、数学の

有用性 を感得する。

（２） 離散 グラフの授業展開

　離散数学の内容の授業展開における留意点 として，次の点が挙げられている （景山，2006）。

　① 多様で十分な思考活動時間の確保

　② アルゴリズムの背後 にある考 え方やアイデアの意識化

　③ 基本的にはグループ学習形態での実施

離散 グラフを扱 う授業 においても，この3点 を重視する。
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（３）教科書記述上の工夫

　 （２）に述べた授業展開を実現 し，（１）のねらいを達成するために，教科書では，以下の ような

工夫をす る必要があると考える。

　① 導入では，生徒が解決に対する意欲をもてるように，解決の必要感のある問題を提示する。

　② 解決過程では，与 えられた知識を適用す るだけの授業展開にな らないよ うにするために，生徒

　　 自らが数学的概念やアルゴリズムを作 り出す ことに関わる問いを配置す る。

　③ 解決過程では，双方向の数学的コミュニケーシ ョンを行 えるように，ペアで考 えた り，友達 と，

お互いの考えを説 明し合 った り，書いたものを比べた りす る活動を設定す る。

　④ 解決後に， 自分の考えを振 り返ることができるよう，自分の考 えを修正する活動 を設定する。

（４） 「離散 グラフ」の教科書記述例

　本研究では，離散 グラフの導入に当たる節の記述例を示す。次々ページからの記述例は，1次 案

をもとに実験授業を行い，その反省 をふまえて修正 したものである。また， 実験授業 を通 して得 ら

れた授業展開に関す る示唆を，指導上の留意点 として，記述例の下に整理 してある。（研究授業の指

導案並びに研究協議会の記録は稿末 を参照）

　なお，本記述例では， 「高等学校学習指導要領解説　数学編理数編」 （文部省，1999，p.10） に述

ベられている数学的活動の次の面の実現を図るようにした。

　 ・身近な事象を取り上げそれを数学化し，数学的な課題を

設定する活動

　 ・数学的知識を構成するに至るまでの思考過程を振り返っ

たり，構成した数学的知識の意味を考察の対象となった

当初の身近な事象に戻って考えたり，他の具体的な事象

の考察などに数学的知識を活用したりする活動

３　まとめと今後の課題

　本研究では，離散 グラフの教科書の記述例を示 した。記述例の1次 案 を使用 した中学生に対する

実験授業において， 生徒に期待 した活動が見 られたことか ら，本記述例は，２ （２）に述べた授業

展開を実現 し，２ （１）に述べたね らいの達成を図る上でおおむね有効だ と思われ る。

　一方，扱 った問題の 「被害状況がわか らないので， 距離 が短い道 路の方 が早 く直せ る と考 え

て， 直す道路の総距離 が短 くな るようにす る」 とい う条件には，現実的ではない面がある。距離

が長 くても被害が少なく直 しやすい道路があると考えられるからである。この点は， この問題場面

の限界であり，教科書の記述を通 して改善するのは難 しい。 しか しながら，生徒は， この問題に意

欲的に取 り組めていた。 これは，総距離が最短になる道路の選び方，すなわち，最小木を見つける

手順を考えることに対す る意欲 と考えられる。 したがって，離散 グラフを，最小木を見つける手順

を考 えることで導入す ることは効果的であると考えられ る。 よりよい問題 を開発することが今後の

課題である。

注

1）数学的モデル化過程とは，図1の ように図式化される一連の問題解決過程である。それは，まず

　 現実世界の問題に単純化や理想化等の定式化を施し，数学を使いやすい問題場面に作り替える。
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次 に，数学的モデル を作成 し，数学的作業を通 し

て， 数学的結果 を得 る。 さらに，それ を現実世界

の問題に戻 して，その有効 さを検討す る。 もし必

要であれば， このサイクルを繰 り返す。

図1数 学的モデル化過程（西村，2001）

引用 ・参考文献

　景山三平 （2006）「高等学校へ導入する離散数学の有効性について」『高等学校における離散数学を中

心とした新たな教材の開発研究』国立教育政策研究所科研研究成果報告書，pp.10-15

　西村圭一 （2001）「数学的モデル化の授業の枠組みに関する研究」日本数学教育学会誌 『数学教育』第

　　　83巻 第11号，pp.2-12

　西村圭一 （2006）「「グラフ」の学習指導に関する研究―自ら考え有用性を感得する教材に焦点を当て

て―」『高等学校における離散数学を中心とした新たな教材の開発研究』国立教育政策研究所科研

　　　研究成果報告書，pp.231-261

　文部省 （1999）「高等学校学習指導要領解説　数学編理数編」実教出版　pp.9-11．
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第○章　離散グラフ

第1節 　離散グラフとその

利用３時間

○ 目標

・　 問題場面を離散 グラフに

表すよさに気づき，活用

しようとす る。（関心 ・意

欲 ・態度）

・　 具体的な問題場面を， 数

学化 し，数学的に扱 える

ように しよ うとする。（関

心 ・意欲 ・態度）

・ 離散 グラフを用いて，最

小木 を見つけるアル ゴ リ

ズムを見いだ し，その背

後にある考え方について

考察することができる。

（数学的な見方 ・考え方）

・　具体的な問題場面を，点

と辺か らなる離散グラフ

に表わす ことができる。

（表現 ・処理）

・ アル ゴリズムの意味を理

　 解する。 （知識 ・理解）

１　導入での留意点

　過去の震災の新聞記事等を活用 し，避難所に

救援物資を届ける場面を想起 させる。そして，

救援物資の輸送には，道路の確保が求められる

ことを押さえたい。その上で，たとえば，下の

図のような位置にいる4名 の生徒を都市に見立

て，「各都市に食料を届けられ るようにするには，

どの道路を直すか」と投げかける。

仮 に，B－C間，A－C間，C－D間 を， この順 に選ん

だとしよう。3番 目になぜA－B間 を選ばないの

か，なぜA－D問 やB－D間 ではなく，C－D間とし

たのかを意識化することで，各都市間の移動を

可能にすることを優先するとい う考えや短い距

離の方を優先するとい う考えなどを引き出す。

この段階では，選び方について，無理に収束さ

せるのではなく，いろいろな考えを取 り上げて

おきたい。その上で，次のページに進み，条件

を絞るようにする。

　また， 「大きな被害にあった都市がわかれば，

どの道路から優先して直せばよいかをす ぐ決め

られる手順を作成する」という問題設定につい

ても，強調 しておく。
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２ 条件について

　ここでは，道路を直す労力は距離に比例 して

いることを仮定 している。ただし，「簡単に直せ

る道路から直 していく方がよい」と考える生徒

もいると予想 される。教科書では，この点につ

いて，「被害状況がわか らない」とい う設定にし

ている。

３ 問1 について

る。離散グラフに表す生徒がいなかった場合は，

離散グラフを提示せずに，Situation　２に進むよ

うにする。

　なお，各都市間の距離の大小関係を，そのま

ま図に表そうとす る生徒がいる。この問題を解

決する上で必要かどうかをていねいに議論させ

たい。

　ペア （2人組）で解決に当たらせる。

　授業では， さまざまな図を取 り上げ， どのよ

うに考えたかを発表させる。都市を点，道路を

辺 とする離散グラフをかいた生徒がいた場合，

全員に，そのよさについて考えさせるようにす
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1 問4 について

問3までに離散グラフに表 した生徒がいなか

ったときのために設けた問いである。 したがっ

て，必要に応 じて扱えばよい。

２ 問5 について

　この問題を解決する上では，各都市のつなが

りのようすが表 されていればよいこと，並びに，

２つの離散グラフが同じものと見なせることを

確認する。

3

問６

について

　この問いから，手順を文章化することに焦点

を当てていく。吹き出しで示 されているように，

ペアで話 し合い，他者に的確に伝わるようにす

ることを促 したい。場合によっては，この後の

問8 で行 う活動を説明してお くことも効果的で

あ る。

４ 問7 について

　同じ距離の道路があることが，Situation1，2

とは異なる。 どのような場合にも使える手順に

するには，同じ距離の道路があるときにどのよ

うな選択をするかを考えておかなければならな

いことに気づかせ，手順を再検討 させる。
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5 問8 について

　 (2)では，都市の数や距離を決めなが ら，離散

グラフをか く。 ここまでは，与 えた場合につい

てのみ考察 してきたが， どのよ うな場合にも使

える手順を作成する上では，都市の数や距離 を

変えて調べていく必要がある。そのことにも，

適宜， ふれておきたい。

　 (3)では，1つ の手順 を，複数のペアがチェッ

クす るようにす る。 このような活動を初めて経

験す る生徒 も少 なくない と思われるので，書か

れているとお りに手順 を実行 し，過剰な解釈を

しないよう注意を促す必要がある。また， コメ

ン トについても，正しさ，わか りやす さの観点

か ら，具体的に書かせるようにする。なお，良

い手順の例はクラス全体 に紹介す るとよい。

6 問９ について

　 自分たちが書いた手順 を客観的に振 り返 り，

修正することは，数学的活動の大切な一面であ

る。また， このような活動を通 してこそ， 生徒

のアルゴリズムを作成す る力を育成 ・伸長でき

ると言える。十分な時間を確保 したい。
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1 問10 について

　手順の記述の模範的な例 と位置づけて， 自分

たちの手順の記述 と比較，検討 させる。また，

余力のある生徒には， 自分たちの考え方 との共

通点や相異点につ いても検討 させたい。

　なお， このアル ゴリズムを覚えさせた り，適

用する練習をさせた りすることは，本教材の趣

旨か ら考えてふ さわしい ことではない。

2

　問11

について

自分たちが考えたアル ゴリズム （手順）が使

とは，離散グラフの有用性 を知 るばか りでなく，

自分たちの行ってきたことに対する理解を深 め

る機会 となる。 さらに，生徒が作った問題を整

理 し，配布 した りすることで， この内容 に対す

る生徒の興味や関心を一層伸ばす ことも期待で

きる。

　 また， 作成 した問題 を見 ることで， ある程度

は，生徒の理解の様相を推 し量 ることができる。

したがって，作成 した問題を提 出させ， 評価の

材料 とす ることも考 えられる。

える場面を考えた り，問題をつ くった りするこ
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離散グラフ （数学Ｂ ）の教科書記述例

　 逸見　由紀子

東京都立西高等学校

【要約 】本研究のねらいは， 「離散 グラフ」 にお ける教科書記述例を示す ことである。

「離散 グラフ」 を「数学Ｂ 」に位置づ けての扱いのね らいや授業展開を考え，教科書記述

を検討 した。離散 グラフの展開にあたる節 の教科書記述例を作成 し，実験授業を行い，

教科書記述例の2次 案 を示 した。

　 1研 究の目的と方法

　私は本研 究会において、離散数学における 「グラフ」 を高等学校段階に導入す ることを

検討 してきた。この 「グラフ」を導入することは、本研究会の実践 （高等学校における離

散数学を中心 とした新たな教材 の研究開発）においてもみ られた ように、アル ゴリズムの

背後 にある考 え方やアイデアを意識化 し、処理 していける有用性を得 ることができる。さ

らに多 くの分野にわた る事例 を取 り上げて数学的にモデル化 していく過程を問題解決のた

めの方法 として利用できるため、生徒が各 自の興味 ・関心，能力 ・適性， 進路等に応 じて

選択 した分野の基礎的能力を習得す る手助け となるためである。 これは本研究会の実践に

おいて も、生徒間においての数学的な考えを中心 とした コミュニケーシ ョンの力を培 う行

動 がみ られた。 これは今 まで数学を得意 としていない生徒にもみ られ る行動であった。生

徒のその後の学習や職業 ・社会生活の基盤を形成するために役立つ と考える。

　本研究のね らいは、離散 グラフの教科書の記述例を示す ことである。離散 グラフを扱 う

ね らいやその授業展開を踏まえ、教科書記述の工夫を検討す る。今後 、これ をもとに実験

授業 を行い、修正 していくものである。

２ 離散グラフの教科書の記述例

　 日常生活か ら広 く離散的な題材 を求め、離散 グラフを用いて表現 し考察す るとい う見方

や考 え方を身につ け，不確定な事象を数量的に とらえる ことの有用性を認識 させる。

　離散 グラフの単元は以下の ように設定を行い （景山，2006）， 小単元 の目標， 評価規準の

設定を行った。

（１） 単元

　　 数学Ｂ　　離散数学

　　　　　　　 イ　いろいろな離散グラフ

　　　　　　　　　（ア）　　 完全 グラフ

　　　　（イ）　　　2部 グ ラ フ
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（ウ）　 　 平 面 グ ラ フ

（２）　 小 単 元 「イ　 い ろ い ろ な 離 散 グ ラ フ」 の 目標

　　　　具体的な事象の考察な どを通 して， 離散 グラフについて理解 し，不確定な事象を

数量的に とらえることの有用性 を認識す るとともに，事象を数学的に考察 し処理

で きるようにす る。

（３） 評価規準

（４）教科書記述上の工夫

　 離散 グラフを 「数学Ｂ 」で取 り扱 う留意点 として，以下の工夫が必要であると考えた。

① 導入では， 生徒が問題解決に積極的に参加できるよ うに，問題の設定の容易 さに加

え， 日常生活での活用が期待できるものを提示す る。

② 問題解決の過程では，試行錯誤の場面を多 く設定 し， コミュニケーシ ョンを取った

り，その様子を言葉な どで表現 した りすることを示唆 してい く。

③　問題解決後には，自分の考 えを振 り返 り，これをよりよく修正す る場面を設定する。

次ペー ジからは教科書記述例を示 した。

３　まとめと今後の課題

　本研究では， 離散グラフの教科書の記述例を示 し，その指導例を示 した。記述例を高等

学校２ 年生 に対す る実験授業において， 前述 した期待する活動が見 られた。 グラフによる

表記 に加 え，主にことばでの表現を行 うことを通 して，２ に述べた 目標の達成が行われた。

　 「数学Ｂ 」での取 り扱いのため，性質を考察に知識 としてま とめなが らも，知識を適用

す るだけでない問題提示 ・授業展開を常に心がける必要がある。

　 「順列 ・組み合わせ」の問題 と重なる部分があるため， その既存の知識 を引き出 しなが

ら，グラフの利便性 ・有用性 を促す教材開発が今後の課題 である。

引用 ・参考文献

1　中教審 初等 中等教育 と高等教育 との接続 の改善について （中間報告）

　　第２ 章　初等 中等教育の役割 （1999/11答 申等）

2　評価規準の作成， 評価方法の工夫改善のための参考資料 （高等学校）一評価規準， 評価

方法等の研究開発 （報告） 一 （2004年6月18目 ）

3　 長尾篤 ・景 山三平 ・長崎栄三編 （2006）『高等 学校におおける離散数学を中心とした新
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たな教材の開発研究』国立教育政策研究所科研研究成果報告書

〔本章の指導 目標〕

離散グラフは，自然科

学や社会科学な どの分

野にとどまらず，社会生

活 の場 面にも多 く取 り

扱 われ ている ものであ

る。

　そこで，これ ら身近に

ある離散構造 に関す る

事象を数学化 し処理す

る考えの理解 を深 める

とともに，グラフを用い

た構造表現の有用性 を

認識 し，それ らをいろい

ろな事象の考察に生か

す ことがで きるように

す る。 このことを通 し

て，数学的表現力や数学

的思考 力を伸ばす とと

もに， 数学に対する興

味 ・関心を一層高める。

（景山，2006）

以上のことか ら，次の項

目を指導 目標 とする。

・グラフに関心をもつと

ともに，それ らを問題の

解 決に活用 しよ うとす

る。（関心 ・意欲 ・態度）

・数学的な見方や考え方を身に付け，離散

的な事象についてグラフを用いて考察する

ことができる。　　 （数学的な見方や考え方）

・グラフを用いて離散的な事象を表現 し，

目的に応 じて数学的に処理することができ

る。　　　　　　　　　　　　 （表現 ・処理）

則，用語 ・記号などを理解 し，基礎的な知識を身

に付けている。 （知識 ・理解）

〔導入での留意点〕

一筆書きのようで違 う 「ケーニヒスベルクの問

題」に触れ，道順を調べる見方や考え方，方法に

は 「順列」で学んだ見方や考え方，方法とは違 う

ものがあるという認識を持たせ， 興味 ・関心を

出 典 ：フ リー 百 科 事典 『ウ ィキ ペ デ ィア （Wikipedia） 』
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・グラフにお ける基 本的な概 念，原理 ・法 　 促す。

第１ 章

離 散 グ ラ フの 考

えとその表現

第２ 節 い ろ い ろ

な離散 グラフ

1完 全グラフ

指導事項

　 完全グラフの定義

とその表現

　完全グラフの点と

辺の数

用語 と記号

　完全グラフ，Kn

〔解説〕

注意事項

　 「握手問題」を通

して，完全 グラフを

理解 させる。

完全 グラフ

　すべての頂点

oが 辺―― によって

他 のす べ ての 頂 点

oと 連結 しているグ

ラフを、完全 グラフ

とい う。全員が互い

に握手をすることは

完全 グ ラフ で表 さ

れ，その様子が辺に

よって表現される。

やってみよう

　 ４人が互いに握手をする回数を調べる。これは 「順列 ・組合せ」の既習事項を利用することができる。

グラフを利用することのよさに気づ くための準備である。

〔樹形図を利用〕

樹形図を利用すると，すべての場合が把握 しやすいことから，辞書式に並べてもれなく数える。

〔組合せ の数 を利用〕
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組合せの考えを使って，組合せの数で表すこともできる。

〓い よい よ握手 の

様子 を グラフで表 し

てみ る。

　 グ ラフを用 いて表

す ことによ り，次の

よ うな よさがある。

1握 手 の回数 をその

変の数 を数 え ること

で求め られ る。

2人 を〓 で，握手 を

す るもの同士 を

辺― で結ぶ こ とに

よつて，握 手 をす る

様子 を表す。

　 特に ２のよ さを意

識 で きるよ う強調す

る。

　？　〓 の 数が ４つの

グラフは、辺 を交差

させず にグ ラフ表現

がで きる。

　〓 グラフか ら４人 の

握手の回数を調べるこ

とは，四角形 の辺 と

対 角線 の本数 を求め

るこ とと同値 であつ

た。 これ は 「組 み合

わせ」 で既 習の事項

を確認す る。

問1　 樹形 図、組み合わせの考 えを用いて

考えることを再度させ、グラフを利用する

よさを確認 させる。

　　 新 しく加わった ５番目の人が，既にいる

４人 と握手をすればよいので，その回数は４。

グラフで表すと図 １に １点加えて，

右の図のように表される。

これと同型な形での表現には

右のように整形 した方が見やすい。

ことを促す。※点が５つの完全グラフをＫ5とよぶ。

グラフを利用 して、 もっと 握手の様子 を

表現できないか。

●　 グラフを利用 しよ う．

グラフは頂点 。と辺〓 で表現するので，まずそれぞれが何を

表すのかを決めることか ら始めよう．

〔グラフを利用〕

　 ４人をそれぞれ〓 で表 し，握手をする者同士を〓 で結んぶこと

によって，握手をする者同士の関係を表す．

例えば，Ａ と Ｂ が握手をすることを，

　　　　A〓B

で表す．

　４人全員が握手をするときをグラフで

右の図のように表 した。辺の数を数えると

６本 になって いる。 これは， ４人が互 いに握手 をす るには全部で

６回行 われ る ことを表 してい る．

？握手の様子は図 １で も見て取れるが，交差 している辺を交差 し

ないようには解消できないか。

　Ａさんを図の中央にしてはどうだろ う。

！望握手す る回数は，グラフで表 した四角形の辺 と対角線の本数 と

なった。「四角形の辺と対角線の本数を求める問題」と同じだ。

問１　 ４人が互 いに握手 を し終えた頃， も う一人会合 に加 わった。

全員が握手をするには，あと何回握手が行われ る

か．

　また，5人 が握手をする様子をグラフで表せ。
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（問 １つづき）

完全グラフでは，頂

点の数 が ４の とき

の辺 の数 は ６本 で

あ った が， ここで

頂 点が １つ増 え る

と，前 の ４つ の頂

点 と新 しい頂点 を

結 ぶ辺が ４つ増 え

る こ と が 分 か っ

た。

　 この事 実 を， 完

全 グラフ を定義 し

てか ら考察す る。

完全グラフの定 義

こ こでは， 頂点〓

が何 を表 し， 辺―

が何 を表す か を表

現 して利用 で きる

こ との有 用性 を強

調す る。

　Knと い う分類 ・

表記 につ いては次

ペー ジに載せ た。

完全 グ ラフをま と

める程 度 に利 用す

る。

問2　 次のグ ラフＧは完全グ ラフか．その理由 も述 べよ．

完全グラフの頂点 と辺の数を調べ よ う。

頂点がn個 の完全グラフにおける辺の総数はいくつだろ うか。つま

り、これ らの頂点が他の頂点と必ず １辺で連結するために必要な辺の

総数を数えてみよう。

　そこで問１で考えたように，順に頂点の数を一つずつ増や した完全

グラフの辺の増える様子を調べてみよ う。

・頂 点が ２個の場合

頂 点 と辺 に番号 をつ けてお く。

頂点①は頂点② と連結するためには辺aが あ

ればよい。頂点②は辺 １によつてすでに頂点① と連結 している。

　 したがって、頂点の数が２の場合、 この頂点を連結する辺は1

本あれば完全グラフとなる。

〓完全グラフで表 され る事象を数理

的に考察す る。頂点の数が増えること

で，その頂点とそれまでの頂点すべてと

の関係が生まれることが，辺の増加数で

表現 されていることを認識 させる。

　 グラフの有用性については，握手問

題などで認識 した。

　 ここでは頂点の数を順次増や しなが

ら辺の数の変化や総数を探求すること

で，生徒一人一人が離散構造に関する

事象を数学化し，処理す る考えの理解

を深めさせる。
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問1で ，完全グラ

フでは，頂 点の

数 が ４の とき

の 辺 の 数 は ６

本 で あったが，

こ こで 頂 点 が

１つ増 えると，

前 の ４つ の 頂

点 と新 しい 頂

点 を 結 ぶ 辺 が

４つ 増 え る こ

とが分かった。

　 こ こ で 再 確

認 しなが ら、完

全 グ ラ フ の 点

と辺 の 関係 ま

とめていく。

　 さ ら に完 全

グ ラ フ の 分 類

Ｋ1， Ｋ2， Ｋ3，Ｋ

4，・・・ の考

察 につな げてい

く。

・頂点が３個の場合

　　 図のように，連結されている頂点が ２個の場合に頂点③ を

1つ 加えることを考える．

新 しく増えた頂点③も、頂点①，②と連結する

ように左の

図に新 しい辺を書き加えよう。

薪 しい頂点③と頂点①，②を連結する辺２本を加えればよい。

頂点の数が ３の場合、この頂点を連結する辺の総数は、辺 ａに

２本の辺を加えた、 １＋２＝３本あれば完全グラフとなる。

・頂点が ４個の場合

　　　　さらに新 しい頂点④を加えることを考える．

　　　　　新 しく増えた頂点④を書き入れて、辺も書き加えよう。

（考え方）

　とりあえずどこかに頂点④をおいて，

他の頂点と結んでみよう.

頂点の数が４の場合、この頂点を連結する辺の総数は、頂点の

数が ３の場合の３本に，新 しい頂点④ と頂点①，②，③を連結す

る辺 ３本辺 を加えた、３＋３＝６本あれば完全グラフとなる。

・頂点が５個の場合

　頂点が４個の場合と同様にして考えると，新 しい頂点が増えた

ところに，新 しい辺が発生する。その数は，新 しい頂点が新 しく

ない頂点４個とそれぞれつなが るための辺で ４本である。

したがって，辺の総数が６＋４＝１０本あれば完全グラフとなる。

・ 頂点が ３個の場合

　 頂点が ２個の完全グラフに点を一つ

増やすと考えて，２個の点とつながる辺

を２本加えると頂点が３個の場合の完

全グラフになる。

・ 頂点が ４の場合

　　 頂点が３個の完全グラフに点を一つ

増やすと考えて，３個の点とつながる辺

を３本加えると頂点が４個の場合の完

全グラフになる。
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・ 頂 点が ５個の場合

頂 点 が4個 の 完 全

グ ラフに点 を一つ

増 やす と考 えて

，４個の 点 とつなが

る辺 を ４本 加 える

と頂 点が ５個 の場

合 の完 全 グ ラ フに

な る。

以上 よ り，完全グラフの

頂点と辺の数の関係 は

頂点の数がnの ときの辺

の数は

（辺の数）

＝１＋２＋ ３＋…

　　　　 ＋ （n－ １）

＝n（n－ １）／２

（n＝ １， ２，３，…）

と表現できた。

これ はn個 の頂 点から

辺を作る２個を選ぶ組み

合 わせ の数nＣ ２と一

致する。

以上のことか ら辺の数は，頂点の数が １増えるごとに，それま

での点すべてと結ぶ辺が必要になる。すなわち，（点の総数）－1

だけ増えることが分かった。

練習1　 頂点の数が次のような完全グラフの，それぞれの辺の数を

いえ。

　 （1）　 頂点の数が ５　　　　 （2）頂点の数が １２

　 グラフを利用する場合は，その関係がなるべく〓目で分かるよう

なグラ フに表現 してお くと便利である。

　 離散 グ ラフの 中でも，すべ ての頂 点〓 が辺〓 によ って，

他の すべての頂点〓 と連結 しているグラフを、完全 グラフ とい

い，頂 点の数nで ある完全 グラフをKnと よぶ ．

頂点の数が ５である完全グラフＫ5を表してみよう。

練習 １

　 完 全グ ラフの頂点 と辺 の数 の関係か ら辺 の

数 を求める。

（１）頂点の数が5の ときの辺の数は

（辺の数）＝ １＋２ ＋ ３＋４＋ ５＝ １５

（２）頂点の数 が12の と きの辺の数は

（辺の数）＝ １＋ ２＋ ３＋ … ＋10十11

　 　 　　　＝12×11／ ２＝ ６６

　頂点の数が ５である完全グラフＫ５は，問 １で

はグラフ表現をし，問 ２では完全グラフである

ことは判断 した。

　ここでは完全グラフのまとめ として Ｋnの 分

類を示 したが，深入 りするものではない。
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V．高等学校ヘの離散数学の導入に関する

　　　　 数学教育関係者の意見
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離散数学の高等学校への導入に関する数学教育関係者の意見

　平成18年 に高等学校の数学教育関係者 １０数名の方を研究会で リス トアップ し，「離散数学の高等

学校への導入」に関 してのご意見をお伺いした。

　平成17年 度に行った数学者の意見の調査では，離散数学の高等学校への導入に関 しては，わが国

の数学者の間では意見が分かれていた。そこで，本研究会 としては，さらに高等学校 の数学教育関係

者の意見を集め考察の対象 とした。その結果，下記の12名 の数学教育関係者の方々か ら貴重なご意

見をいただ くことができた。ご関係の方々には心から感謝の意を表します。

　 ここでは，まず，12名 の数学教育関係者の方々のご意見を，氏名の五十音順に挙げてある。また，

ご意見をいただく際に皆様にお送 りした依頼状を最後に資料 として掲載 してある。

　なお，本章に示されている考えは，個人の考えを述べたものであ り，所属機関を代表 して述べたも

のではありません。

　「離散数学の高等学校への導入」にご意見をいただいた方々とその標題

　「離散数学」を高等学校に導入する視点　　　　　　　　　　 大竹　宏二

離散数学における問題の教材化について　　　　　　　　　　　門脇　聖

離散数学の高等学校への導入について　　　　　　　　　　　　川上　雅子

離散数学を高校数学に導入することに関する意見　　　　　　　岸谷　正彦

生きている数学，成長し続けている数学を生徒の手に　　　　 木下 俊行

離散数学を高等学校に導入することについて　　　　　　　　　篠原　宗弘

離散数学の導入について考えること　　　　　　　　　　　　 清水浩士

創造性の基礎の育成と離散数学　　　　　　　　　　　　　　田中　勲

　「異文化共生」「専門教育としての普通科目」の視点から　　　中澤　進

離散数学の高等学校への導入に関して　　　　　　　　　　　 日野　朋之

離散数学の高校数学への導入について　　　　　　　　　　　　前田　淳一

離散数学の高校数学への導入に対する期待と不安　　　　　　田中　賢治
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「離散数学」を高等学校に導入する視点

　　　　　　　　氏　名　　大竹　宏二

　　　　　　　　所 属 　埼玉県立大宮光陵高等学校

は じめに

　 これまで高校数学は 「微分 ・積分」を中心 とする教育課程であった。「離散数学」はコンピュータの

発達にともない注 目されている分野であるが，高校の教科書では本格的に取 り扱われていない。この

新しい教材 「離散数学」を導入す るにあた り，教育課程をふ り返 るとともに，現場教師の立場から考

えを述べる。

1． 前教育課程の 「自然数の列』はなぜ教育現場に受け入れ られなかつたか

　平成元年告示の教育課程では 「数学I」 に 「個数の処理」が取 り入れ られた。 このなかで，ア　数

えあげの原則　イ　 自然数の列　ウ　場合の数 （順列，組合せ）が 「離散数学」に結びつ く話題 とし

て注 目された。解説につぎの記述がある。

　　 〃 近年のコンピュータの発達に伴い，有限集合を対象 とす る離散数学が重要に

なってきた。 「数学I」 における取扱いとしては，離散数学の最も基礎的なものと

して，有限集合の要素の個数 をある規則に従って数 えあげることが中心 となる。

これ らは，操作的，実験的な扱いをすることによって，問題解決能力を高め，数

学の有用性を理解 させ る教材 となる。〃　 （文部省 『高等学校学習指導要領解説

数学編 ・理数編』，ぎょうせい，平成元年．p.30）

　 しかしながら，高校教育現場で教材の主旨が受け入れ られたとはいえない。実際の授業では，個数

の数え方にはいろいろな方法があることを教師が教えるにとどまった。また，同じことを 「数列」で

学習することを理由に 「自然数の列」を割愛 した学校 もある。こうした現状や学校週 ５日制 に伴 う学

習内容削減を受けて，操作的，実験的な扱いをす ることを意図 した教材 「個数の処理」は，つぎの教

育課程改訂で削除された。

　ふ り返ってみると，教師 と教材の両面に問題がある。多くの高校教師は講義型の授業をしているた

め，生徒の多様な考えを取 り入れる授業はあまり実践されていない。オープンアプローチによる指導，

Do　Mathの 指導，問題解決型授業，子 どもたちが作 り上げる算数 ・数学の授業など，生徒が どのよ

うに考え，いかに活動 したか とい う視点での授業研究が高校ではすすんでいないためである。高校進

学率が97％ を超えた現状をふまえて，高校における授業法を改善するためにも授業研究を推進する必

要がある。

　一方，教材 「自然数の列」は ２・３年の学習内容への関連が希薄であり，問題の発展的な取 り扱い

が困難である。「自然数の列」は内容がや さしすぎることもある。新 しい教材を導入するにあたっては，

単元の関連，発展的な扱いなど教材の位置付けを吟味す る必要がある。「離散数学」が重要であるとい

うなら，その意図が反映 される教材の配列，内容であるべきだ。また，大学で指導すべきか高校で指

導すべきか内容を吟味する必要があるだろう。 こうした ことを踏まえ，問題の発展的な扱いができる

教材を選定すべきである。

　 これ とは対照的に教育現場に定着 した教材がある。昭和45年 改訂の教育課程で新たに導入 された

「行列」は，現行教育課程でも取 り扱われてお り，教育現場に受け入れ られた。「行列」は式の計算だ

けでなく，図形の変換や移動など問題の発展的な扱いが可能である。 さらに，連立方程式と図形の変

換を対比することができ，知識を整理 ・統合することができる。代数的な見方 と幾何的な見方の双方

から問題を分析す ることができる教材であり，コンピュータを利用 した指導ができる教材である。こ

のように，新 しい教材を導入するにあたっては，問題の発展的な扱いと，学習内容の対比，統合など
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魅力ある内容であることが重要だ。

２．教科書における 「離散数学」の扱いについて

　現教育課程はコア ・オプションの考えに基づき，「数学I」 「数学A」 などの科 目編成になっている。

このため， 「離散数学」のように １冊の教科書にまとめるのは困難である。また，新 しい教材 「離散

数学」を取 り入れるために，数学の単位数を大幅に増やすことは他教科 との兼ね合いか ら難 しい。単

位数 を増や さずに 「離散数学」を導入するには，現行の学習内容を精選す るだけでな く，一部を削除

しなければならないことになる。こうした状況から，つぎの視点から教科書に取 り入れることを筆者

は提案する。

（1）教科書の発展的な扱い

　 「数学I」 で 「順列 ・組合せ」を学習する。この発展的な話題 として， 「組合せ論」を取 り上げるこ

とはできる。ここで，従来の教材のように知識 を指導するのではなく，応用例を示すなど数学への興

味 ・関心を高めることをねらいにする。また，教科書の内容で完結しているのではな く，現在 も研究

されているというようにオープンな記述はできないだろうか。 さらに発展的な学習を助けるために，

参考文献を紹介す るなどしてほしい。

　 「数学II」 で取 り上げる 「不等式の表す領域」の発展的な話題 として 「線形計画法」がある。単な

る紹介で終わ りにせず，現代生活で どのように応用されているか具体例を示す ことで発展的な扱いが

できる。この他 にも，「離散数学」につながる話題は数多くある。このように，教科書の発展的な扱い

として 「離散数学」を導入するのであれば，すみやかに実現できる。

（2）数学史の観点を取 り入れる

　新 しい研究分野が開拓 される背景には，従来の考えでは解決できない問題が発生 したことが要因に

あげ られる。こうした数学史の観点を取 り入れて 「離散数学」を導入してはどうか。

　 「微分 ・積分」では無限と連続を扱 う。 これ と対比して，連続でない離散的な対象を扱 う 「離散数

学」を導入することで，連続の意味が鮮明になる。複眼的な見方ができるような教材の導入，配列は

できないものだろうか。数学の本質を把握 し，より深い理解を得 るためにも，微分 ・積分を頂点 とす

る高校数学からの脱却は意味がある。

　 オイラーの多面体公式は，正多面体における公式 Ｖ－Ｅ＋Ｆ＝２で完結するのではなく，多面体の定義

を見直すなどして改良され発展した。数学を完成 したもの として捉えるのではなく，研究の対象 とし

て魅力あるもの として生徒に伝 えたい。こ うした意味か らも数学史の観点を取 り入れ，数学が発展し

続けていることを 「離散数学」導入で試みたい。

おわ りに

　新 しい教材 「離散数学」を導入す るにあたっては，従来の教材では学習できない魅力ある内容であ

ってほしい。 このためには，これまでの教育課程をふ り返って，失敗に学ぶ姿勢が大切である。意図

した教育課程 と現場教師の認識の違いによって，効果が得 られないことがある。こ うした視点から 「離

散数学」の教材をふ り返 る必要がある。
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離散数学における問題の教材化について

氏名　　門脇　聖

所属　　島根県立吉賀高等学校

　私が離散数学に出会ったのは，高校 ３年生の時です （実際の出会いは，「場合の数」等で，それより

以前に出会っていましたが… ）。その出会いはある １冊の本 「数学おもしろ事典」 との出会いであっ

たのですが，その時の率直な感想は 「これが数学なのか… 」とい う非常に新鮮な印象だったように記

憶 しています。大学 ３年か らゼミで離散数学の一つの分野である組合せ論を勉強するようになり，組

合せ論における様々な問題に取 り組む中で，その離散的構造に広がる世界の奥の深 さを知ることがで

きました。

　組合せ論は，Gaussが 数学の女王 とみなした整数論 と 「姉妹科学」であると言われます。その理由

のひとつは，ややこしい定義や基本的な知識をあま り必要とせず誰でもす ぐに取 り組める問題にもか

かわらず，その解決には意外な努力を要することが数多くあるためであるのではないかと思います。

言い方を変えれば，組合せ論を含めた離散数学の問題 には，ある見方をすれば難 しい問題でも，見方

を変えることによって明快かつ簡単に解ける問題がい くつもあるとい うことが言 えると思います。そ

のような場面を生徒たちに提供することによって，彼 らが数学の面 白さや数学的なものの見方 ・考え

方のよさを感 じられ る機会 となると考えることができます。上述 した ように，これは実際に私自身が

その経験をしたことであ り，生徒たちにそのような問題に取 り組む過程での感動や驚きを味わってほ

しい とい う思いの表れかもしれません。 しかし，その ような問題が教育現場での数学教育のカンフル

剤 として活用できるのではないか と考え，学生時代か ら 「ハ ノイの塔」，「パスカルの三角形」，「碁盤

の目の数」等々… のいくつかの教材化 を考えてきました。

　幸いなことに，教員 ６年間で，前任校において 「数学基礎」で 「一筆書き」や 「タイルの敷き詰め

問題」等の授業をさせてもらったことと，昨年12月 に 「鳩の巣原理」 についての研究授業実践の機

会をいただきま した。それ らの授業を振 り返ってみて，離散数学の教材 を扱 うことによって主に次の

メリッ トがあると思っています。

　 ・ 生徒にとって身近な事象から題材が作 りやすいこと。

　 ・ 多種多様な考え方ができること。

　 ・　 「わかった」 とい う情意面での喜びを感 じることのできる問題 （場面）が作 りやすいこと。

　 ・ 身の周 りの様々な事象への関心が高まること。

　これ らのメリッ トによって，日頃，数学が苦手だ と感 じている生徒にも離散数学の問題に対しては，

積極的に取 り組むことが多いことも結果 としてのメリッ トであると考 えています。

　生徒はそれぞれ個性をもち，その知識 ・技能や経験も多種多様です。なにか と数学は，「形式的に答

を求めるので，嫌われることが多い」 とよく耳にしてきましたが，そのような現状の一つの解決方法

が離散数学における問題の教材化によってできるのではないか と思っています。そ して，授業全体の

流れの中で，興味ある展開，経験を重視 した扱い，程 よい挑戦をさせながらも難 しすぎない題材，よ

さの感得 といった諸点には十分配慮すべきであることも，実際に授業を行 う上で大切なことであると

考えています。その実現に向けて，私 自身が数学に対 して常に課題意識 をもち取 り組んでいきなが ら，

離散数学における問題の教材化について，今後 も取 り組んでいきたい と思っています。

参考文献

　［1］長尾 篤志・景山 三平・長崎 栄三 （2006）：高等学校における離散数学を中心とした新たな教材の

開発．国立教育政策研究所
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離散数学の高等学校への導入について

氏　名　川上　雅子

所　属　徳島県立徳島東工業高等学校

　教師になって２０ 年が過 ぎようとしています。昨年普通科高校か ら専門高校 （工業高校）に転勤 し

ま した。この1年 間，「生活に必要のない難 しい数学内容まで，なぜ勉強する必要があるのか」，「生活

するには足 し算引き算ができれば十分でないか」などといった質問や疑問を生徒は投げかけてきます。

実際，最近の生徒は，「生活に役立たないもの」，「役立ちそ うにないもの」はあまり 「学習する意味が

ない」 と考えているように思います。進学する生徒は，す ぐには数学が何の役に立つのかどうかわか

らなくても入試で必要だからとい う理由で， とりあえず勉強はしなければな らないと考えます。 しか

し，進学 しない生徒にとっては，数学は卒業するために必要な単位の一つ としか考えてないようです。

つまり赤点を取 らない程度にがんばればよいと考えています。現在は以前の高校生より，努力 して上

を目指 してがんばろ うとする生徒は少ないです。数学離れ とい うより全般的に苦 しい思いを して勉強

をすることの意義が，現代の若者は見いだせないのかもしれません。努力 しない と勉強はできなくて

当た り前だ と思 うのですが，その努力 もしたくない。このため，ある一定のわか らない状態が続 くと，

もうどうでもよくなって無気力になってしまいます。 これは工業高校の生徒だけに当てはまるもので

はありません。普通科においても同様です。

　こういった現状の中，従来の数学に興味を持てない生徒が，ちょっとがんばってみようかなと思っ

て勉強を始めてもこれまでの体系化 された数学では，どうにもならないような状況にあります。 しか

し，このような生徒であっても離散数学の内容であれば，気持ちを新たに取 り組めるのではないかと

思います。そ して何よりも生活と結びついてお り，その必要性を実感できるために，勉強することが

とても意義深いもの となると思います。そしてさらには，それほど予備知識を必要 としないでも取 り

組めるとい うことか ら，数学嫌いを少なくさせることができるのではないかと思います。これまで数

学は苦手だったけど，今までの数学 と違 うな，ちょっと勉強 してみようかなと生徒 に思わせ られると

い うことは非常に重要なことだと思います。

　実際，前任校で数学が入試で必要のない生徒 （数学があまり得意でない生徒）に卒業前の数時間，

基礎数学の内容の勉強をしました。そのとき，生徒は授業に非常に意欲的でした。問題を解いている

ときの生徒は とても生き生きしていました。 「これまでの数学 と違って内容が楽しい」，「おもしろい」

と言 う生徒もいました。 これまで数学嫌いであった生徒にも，十分数学好きになるチャンスが離散数

学にはあると思います。

　 しかし，授業の進め方やその評価については十分検討すべきだと思います。なぜなら，離散数学の
一つの分野である

，数学I： 球の体積 と表面積，数学Ａ ：平面図形などは，前任校や現勤務校では深

入 りせずに簡単に扱 っています。証明問題 よりも求値問題だけ解ければよいとい うような傾向が強い

です。 したがって定期テス トでも，証明問題は出題 しませんで した。生徒はなんらかの評価が伴わな

いものについては，勉強 しなくなる傾向が強いです。これではせっか くの離散数学のよさが生かされ

ません。この点を十分考慮することができれば，新しい離散数学の内容を導入することによって生徒

の数学離れをずいぶん食い止められるのではないかと考えます。

－152－



離散数学を高校数学に導入することに関する意見

氏名　岸谷　正彦

所属　東京学芸大学附属高等学校

　 「高校数学における離散数学を中心 とした新たな教材の開発研究」あ りがとうございます。IT時 代

へ突入し，高校の課程で取 り上げるべき数学が，現在の微積分を到達点 とする数学でよいのか，ある

いは本来教えるべき数学は何なのかは，私も常々思っている事であ り，数学の専門家のご意見を拝聴

しつつ，諸外国の実例を うらやま しく思いながら，読ませていただきました。基本的には，導入する

ことに異論はないのですが，いくつか心配な事柄に対 し，私な りの考察を入れて，回答にしたいと思

います。

１．導入に対する事項

　まず， 「高校で扱える範囲，離散数学 とは，何なのか」であるが，数え上げ組合せ論，論理分類活動

（かつ，または，でない），数列，確率と統計，グラフ理論，アル ゴリズム，行列，数列 （反復，再帰）

な どではないか と考える。 この中にはすでに扱われているものも多 く，これ らの内容 を既存の数学内

容 に付加する形で行な うことがよいのではないかと考 える。理 由は，時間的な制約である。現在でも

統計などは，扱いたい内容であるが，時間が とれないのが実 清で，単位数が増えない限 り，さらに多

くの内容を取 り入れることは，難 しい と考える。また，より充実した授業の実現には，時間が必要で

ある。ただし，一つのセクシ ョンは10－20時 間程度で完結するのが望ましいため，内容の限界はある。

もちろんグラフ理論は，独立 して一つのセ クシ ョンとして扱いたい と個人的には考える。

　 その他，微積分を到達点 としないコースなど，いくつかのコースを用意する案もあってもよいので

はないか と考える。その方が充実した内容構成が期待 される。ところで，「どのような数学的な視点が

養われるのか」は，研究を待ちたいと思 う。私は，離散数学を通 して，数学を考える楽しさと，数学

が持つ論理性を伝えたい。結局は，高校で身に付けさせ る数学は何なのかの議論に尽きると思 う。そ

のためにも学校 ごとの柔軟な姿勢は必要であろう。

２．生徒の側と教える側の問題

　学力の低下などと言われているが， ２つの要因があると考える。一つは基礎学力が定着 しないでど

ん どん新 しい事が増える状態， それ と共に学ぶ意欲の低下である。考える事がなお ざりにされている

ため， どんなに興味のある問題を提示しても，なかなか興味を示 さない。効率だけを求めて時間をか

けた学習をしていないためである。また指示待ち，答え待ちの生徒 も多いのではないか。そのような

生徒に対し，新鮮で頭を動かす数学は必要である。ただし，クイズだけではだめで解決に至るアイデ

ィアを重要視 したい。その他，離散数学の可能性の一つとして，先生主導の講義調か ら生徒独 自の発

想で進 めてい く授業が，期待できそ うである。 コミュニケーシ ョン能力等も今後鍛えていかなくては

な らないが，離散数学は， １人で考 えるより，さまざまな意見の中か ら推論 してい く方が，グループ

学習など授業形態にあっていると思 う。より懸念 されるのは，教師自身の知識やモチベーションの低

下であろ う。結局，教師自身が興味を持って勉強 していく必要があろ う。盛んな研究や，研修の場を

増やす事な どが先決である。

３．大学入試との関連

　先般の未履修問題が社会問題 となったように，多 くの高校生にとって，高校の学習内容は，大学入

試の影響を受けざるを得ない。いくら将来に必要な素養 と考えていても，大学入試に出題されなけれ

ば，学習の意欲 も高まらず，場合によっては，教師 自らが選別する事態が，昨今の好ましか らざる現
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状である。高校数学でも，統計，数値計算な どが，その憂き目にあっている。即座に離散数学を高校

で導入 しても，大学入試の出題範囲に選択されなければ，離散数学を学習す る生徒は多くないであろ

う。そ うい う意味で一つのセクションにするよりは，既存の内容に加える事を1.で 述べた。ただ し，

大学入試問題の中では，整数論などは，出題範囲外 と言われる事はない。大学側が要求する数学の素

養 を持った生徒を入学させるとい うポ リシーで試験をすればよい。微積分 と離散数学が必要ならそれ

を出題すればよい。

あるいは，選択させてもよい。あるいは大学側で，特に出題範囲を示 さないのも一つの解決策であろ

う。そ うすれば高校側でも教師が責任を持って，本来の生徒にあった数学が展開でき，当然，離散数

学を組み入れる高校も徐々に多 くなるであろ う。
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生きている数学，成長 し続けている数学を生徒の手に

氏　名　木下 俊行

所　属　東京都立青山高等学校

　私が授業でフラクタル幾何学を扱 うようになって，もう１５年経ちます。 １年生には高校数学に慣

れてきた頃合いを見計 らって， ２年生にはベク トルの次元の概念を通 じて， ３年生には微積 に関連さ

せて，土曜講習や夏期講習でも取 り入れてきました。生徒の反応は概 して好評で，総 じて 「数学に対

するイメージが変わった」「世界そのものに対する見方が変わった」等の感想がありました。ときには

授業が終わった後，「もっと話を聞かせて欲 しい」 と目を輝かせて来 る生徒もいま した。

　フラクタル図形の自己相似性や 自然の造形がもつフラクタル性はダイレク トに生徒の心に浸透して

いきます。頭で理解するのではなく，直感的体感的に伝わるのです。私にはＤＭに関する精密な知識

はありませんが，ＤＭ も同じように生徒にダイ レク トに伝わるのだと思います。

　数学的体験は，極めて個人的な体験です。知によって，魂が直接揺 さぶられるような体験 をするこ

とが，学習意欲を向上 させることは論を待たないでしょう。 この体験 こそが，数学を極めたい とい う

強い意欲を引き出し，問題解決に伴 う困難 を乗 り越えていく意欲 とエネルギーを生み出すのです。

　知識を伝 えるのは良い教師，本 当の一流の教師は生徒にインスピレーションを与えるものです。例

えば，オーケス トラの指揮者は音を直接出すわけではあ りません。音を出すのは楽団員です。指揮者

が良い説明をして的確な指示 をした ときに，いい音が出るわけではあ りません。完全ないい音は，一

人一人が自由で解放 された状態の ときに引き出されるのです。知識注入型の授業ではなく，報告書に

あるような活動型のＤＭの授業か ら，数学的体験は生まれやすいと考えます。

　世界学力調査の結果か らも明白になった とお り，日本の高校生の学習意欲は低下 しました。そのた

めの具体的な対策 として，カ リキュラムの変更は時代の要請 と考えられます。マンデルブロウ博士が，

日本講演で語っていたように，「コンピュータ，携帯電話が普及し，視覚，色彩，映像を重視するよう

な文化の時代に生まれ育っている若者たち，生徒たちが，何に反応するか とい うことをもう一度考え

直すべきです。彼 らはフラクタルに反応するのですから，フラクタルを試 した らよいのです。フラク

タルを試 させ，直感を大切にするように言えば，彼 らは決 して，数学は冷た くて乾燥 したものだとは

言いません。」

　生きている数学，成長 し続けている数学を手に取 り，その感触を体験した生徒は，数学に対して深

い興味を示 し，現行の微分積分を頂点 とした計算中心の数学に対しても，所謂受験数学に対 しても強

い意欲 を持ち，大学への進学に取 り組んで行 きます。離散数学を高校に導入することによって，ＤＭ

と微積 は互いに補い合い，融合 してい くはずです。

　 ＤＭ導入に関して，現場教師の人材不足が懸念されているようで したが，我々現場教師にはそれ を

取 り入れる気概もあります し，意欲もあ ります。

　 15年 前，生徒達に 「君たちが孫を持つ頃には，フラクタル幾何学は常識 となっている。」と宣言 し

ま した。その生徒たちも，もう家庭を持ち，子供を持つ年齢にな りました。我が国の数学教育が世界

の潮流に後れをとらないように，この場 をか りて， 関係機関の英断を要請 します。

生きている数学，成長 し続けている数学を生徒の手に

生徒にとって数学のイメージは完成 されたもの，冷たく論理的なもの，とい うのが圧倒的多数のイメ

ージです。かな り意欲的に数学に取 り組んでいる生徒でも，数学は完壁に作 り上げられたもので，完
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成されたもの として うつるようです。極端な生徒は 「もう新 しく発見 されるものなんてないん じゃな

いの ？」「もう全て見つかっているから，新しく何かが発見され ることはない。」「２１世紀に我々が高

度に発達すればもうみつからないのでは」 とい う生徒もいました。

　そんな彼 らにフラクタルの話をし，これも数学の分野なのだ と伝えると，非常に驚 き次に深く感心

します。そのような反応をした生徒は，必ず意欲的に学習に取 り組むようになります。
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離散数学を高等学校に導入することについて

氏　名　篠原　宗弘

所　属　北海道倶知安高等学校

１． は じめ に

　高等学校学習指導要領の数学の目標には， 「数学的活動を通 して創造性の基礎を培 うとともに，数

学的な見方や考え方のよさを認識 し，それ らを積極的に活用する態度を育てる。」とあり，基礎的 ・基

本的な知識や技能の習得を基に，様々な問題解決の方法を身に付けることが求められています。 しか

し現状では，中学までの内容を十分に身に付けていない生徒や，学習 したことを細切れで暗記 しその

後忘れてしま う生徒，自ら課題に取 り組むことなく正解の説明を待っている生徒が少なくあ りません。

　 ここでは，現状を踏まえた上で，系統性のある学習 とは別に，計算な どの習熟を必要 としなくても

問題解決の方法を身に付けさせる教材の一つ として，離散数学を高等学校に導入する必要性について

考えてみたいと思います。

２．高等学校数学で身に付けさせたい能力

　変化の激 しい現代の社会では様々な問題が容赦なく生徒に降 りかか り，単独の教科の知識だけでは

判断や対応ができにくくな りま した。単に知識や技能 として知っているだけではなく，数式 ・図表 ・

言語を積極的に関連させなが ら活用 して，様々な課題を解決 していかな くてはなりません。今 日求め

られている学力は，知識や技能はもとより，発想力 ・論理力 ・表現力 ・思考力 ・コミュニケーション

力 （以下 「問題解決能力」 とする）など，実生活の様々な場面で活用できる，生きる力の基礎 として

欠かせない能力です。特に数学では，生徒の能力に応 じて問題を調整できる利点があり，整理や比較

をして問題を しっか り把握する力や， 自分の考えを他者へ分か りやすく説明する表現力を，段階を踏

んで育成す ることができます。

　 しかし現実には，計算だけに意識が集中してしまい，大切な思考の部分がおろそかになることが

多々あ ります。例えば，解き方のパターンだけを覚えている生徒は，計算方法に集中しすぎて思考が

鍛えられていないため，新 しい概念が比較的多 く出てくる数学Ⅱや数学Ｂでつまずきやすい傾向にあ

ります。 このため，各種調査報告にあるように，授業で自分の考えを表現 し，他者の考えと比較 ・検

討できるよう，教材や指導の工夫に取 り組む必要があ ります。

３．離散数学を高等学校に導入することの意義

　離散数学は，様々な例でも分か りますが，計算などの習熟を必要 としないで，豊かな発想力や論理

力，思考力を育成できる分野です。そこで，微分法 ・積分法を頂点 とした系統性 のある内容を学習す

る一方で，離散数学の学習を通 して，数学的に考える力や他者 と交流する力，メタ認知能力などの自

己評価をする力などの 「問題解決能力」を，高等学校の早い段階において育成することが望ましい と

考えます。例えば， 自分の考えを理路整然 と説明し他者を納得させるコミュニケーション能力は，正

解 よりも解決のプロセスを重視する離散数学で，より集 中的に育成することが可能です。また，実験

などで様子を探 り，グラフなどを使って視覚的に考える離散数学の手法は，数学に限 らず様々な問題

解決 に役立てることができます。このように，離散数学を学習して得た方法を他 の学習で積極的に活

用す ることで， 「問題解決能力」の一層の定着を図ることができると考えます。

４．離散数学を高等学校に導入する具体的方策

　実際に離散数学の授業で 「問題解決能力」を育成するためには，つまずくことや間違 うことを当然

のこととして受容するなど，活発な議論のできる教室にすることが大切です。そのためには，最初の

授業でエンカ ウンターなどを行い，教室が 「間違 っても許 される」空間であることを確認 させた上で，
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その授業の中でおぼっかない発言や説明に対して正の評価を与えるなど，思考 した り表現した りする

ことを促す必要があ ります。また，様々な考えの練 り合いを通 して見方や考え方の発見や発展につな

がるため，多人数での授業がより効果的であると考えます。

　さらに，内容の知識が不十分なのか，適用す る方法が不十分なのかの評価や， 「問題解決能力」が

変容 したことに対する評価を生徒に還元 し，今後の活動に生かすよう工夫することが大切です。例え

ばポー トフォ リオ評価の活用が考 えられますが，これは生徒がそれまでの取組を振 り返 りながら解決

の方向性を判断 させる評価法です。たとえ目標 に到達 しなくても，今後の課題にどのように生か して

い くかを考えさせることができます。私の経験上，ポー トフォ リオが厚 くなるにしたがって，生徒は

自信を持って 自分の意見を発表す るに至っています。このように，考え方や行動の成長を生徒 自らが

評価 ・分析できるよう支援す ることで， 「問題解決能力」を身に付けさせることができます。

5． おわ りに

　 「数学は間違ってもいい。 自分の言葉で書いて ごらん。」 と生徒に話す と，本来学校の中で許 され

ているべき 「トライ＆エ ラー」を見失っているため，非常に驚いた顔をします。そして授業が進むに

つれ， 「間違ってもいい」ことを許された生徒は，どんどん発言 し （発想力 ・表現力），ほかの生徒の

考えに意見をいい （コミュニケーション力），自ら深く考える （論理力 ・思考力）ことが多くな り，し

かもそれは今まで数学に対 して拒否反応を持っていた生徒や成績が下位の生徒ほど顕著に現れる傾向

にあ ります。

　また最近の大学入試問題は，受験テクニックだけで解ける問題が以前 と比べて少なくな り，実験 し

て問題 を調べた上で，関連する知識を総動員 して解 く問題が多くなっています。これは数学で育成 さ

れた 「問題解決能力」を，現実の問題解決に活用させたいとい う，数学教育に対する社会の要望を考

慮した結果であると考えています。「教科書ばか りだと受験に対応できない」のではなく，授業ごとの

課題を明確にした上で，教科書などを使って適切な情報を提供 し，数式 ・図表 ・言語の関連を重視 さ

せなが ら，主体的に トライ＆エラーができる機会を与えることで，受験にも社会生活にも対応できる

「問題解決能力」が身に付 くと考えます。

　生徒の学びの方法は様々です。生徒の実態や社会の動向に正対した上で，系統的に教える，方法を

育むなど，求める能力に応 じて教材や授業方法を工夫し，バランスを考えなが ら 「問題解決能力」 を

「教 え育む」必要があると考えます。
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離散数学の導入について考えること

氏　名　清水　浩士

所　属　広島大学附属福山中・高等学校

　現教育課程において，離散数学に特に関連があると思われ るのは 「組合せ」である。その分析のみ

で離散数学が語れ るとは思っていないが，教育課程 として実施 されてきた題材であ り，離散数学の導

入を考える足場 としてその意義 と課題については普遍化できるものもあろうか と考えるのでそ こか

ら始めたい。

　 この分野で発揮 される生徒の力が，他の分野で発揮 されるものと必ず しも一致 しないことがよく生

じる。つま り，特別に得意 とす る生徒や苦手 とする生徒が数多 くいるとい うのが この分野に特徴的な

ことである。また，教員が思いもしなかったような考え方が発せ られることも多い。数学学習におい

て他の分野 と異なる思考を要求す るのではないか と思 う。組合せにおいては，数 えあげるにあた り，

対象が どのよ うな事象であるのかを分析することが大切であ り，状況の想定ができなければな らない。

生徒の得手不得手の背景には，生徒個々が直接間接にもつ生活体験からくるものもあるが，そのよう

な状況の想定やその分析ができることは大事な能力であると考える。スポーツの選手である生徒が試

合における トーナメン トの組合せの問題が得意であった とい う例 もある。それだけこの分野が実社会

を間近 に見ることのできる分野であると言えよ う。それゆえに生徒が数学の有用性を感 じ取 りやすい。

私 自身，全 く抽象的な束論がプール代数を経て著 しく現実的なエ レベー タシステムの回路の簡略化に

つながることを知った ときは驚きであった。実生活のとな りに数学があることを意識することができ

ることは情意面においても有効であると同時に，状況の分析に数学的な思考を接続 しやす くな り，数

学的な思考がその状況の中で有効にはた らくとい う効果が期待できる。

　高等学校数学へどのような内容を導入するかを指摘できるほど，私 自身離散数学を熟知 してはいな

いが，いくつかの文献を調べる中で，次のことを感 じる。

　第 １に，前述 したよ うに社会との関連づけが生徒にとって見えやすい内容が望ましい。

　第 ２に，個々の固有の領域の学習で完結す るのではなく，その領域を学習することを通 して，高校

生に とって離散数学的な考 え方や方法が他の分野に対 してもはば広く適用できるような内容を導入

することはよいと思 う。例えば現教育課程 においては数学的帰納法があてはまる。実践例にあるよう

に 「鳩 ノ巣原理」もそ うであろ うと考える。

　第 ３に，内容の扱いの方法として，発想 に到 る過程を大切にす ることと，その発想がどのような拡

が りをみせていくのか とい う系統性 を大切 にす ることが他の分野にもま して大切ではないかと考え

る。離散数学の考え方 を用いてあらたな発想をす ることができるとい うことが重要であるが，対象 と

する領域は広いので，その発想 も多い。生徒 にとって単に個々に覚 えなければならないパ ターン化さ

れた方法 とならないよう指導上留意する必要があろう。離散数学に限 らず，教えるのは各学校の教員

であ り，どのような優れた内容であっても，指導者が内容を熟知 していなかった り，指導法を誤 ると，

かつての数学教育現代化運動においてあった ように，現場においてとま どいや混乱が生 じることも起

こりうる。離散数学が高等学校にとっては新 しい題材であ り，指導の蓄積 が少ないだけに，さらなる

教材研究が内容的にも教育方法的にも必要であると感 じると同時に，学校教員にその主 旨と方法の定

着をいかに図るかとい うことが重要になるのではないか と思 う。
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創造性の基礎の育成と離散数学

氏　名　田中　勲

所　属　広島県立教育センター

高等学校の数学科の先生方 と接するとき，生徒に高等学校で数学を学ぶ意義をどう感得させるかが話

題になる。高等学校の現状 を伺 うと，数学を選択する生徒の数は減少の傾向にあるとのことである。

教育課程実施状況調査によれば，高校数学の内容は社会的有用性の価値が低いと生徒に認識 されてい

る。生徒の多 くは，日々暮 らしていく上で数学は全 く必要ない と思っているのだろ う。確かに学習す

る中身が高等な数学になるにつれ，学んだ内容が 日常生活で “そのまま”活用できることは少なくな

る。指導者は，身近な事象と関連付けた，直接的な有用性につながる教材を開発することも大切だが，

それには限界があることを認め，生徒にも納得 させなければならない。高等学校では，数学的活動が

純粋に数学的な問題か ら始まることは往々にしてあるのである。では，高等学校で数学を学ぶ意義を

生徒に どう感 じさせればよいのか。私は，“思考を楽しむ場”としての数学の授業づくりを提案 したい。

すなわち，高等学校数学科の 目標にある 「創造性の基礎の育成」を数学科の意義 として強調すべきだ

と考える。現在，高等学校で行われている数学科授業の多 くは，最も合理的な解決方法を最 も合理的

な手順で “伝 えている”に過 ぎない。この場合，生徒は伝えられたことを訓練によって “見かけ上”

身に付け，そのことで対処できる問題に対 してのみ反応 しているのである。そこでは試行錯誤や思考

上の苦悶が極めて少ない。 これでは，創造性の基礎を育てることは難 しい。

　数学科教育における 「創造性」について考えるとき，それは文化的価値の創造 （学問上の新発見）

とい うよりも，もっと個に起因した，数学を学ぶその個人にとっての創造 ・発見 ととらえるべきであ

ろ う。つまり，数学 という学問の上では既に明 らかなことであった り，生徒にとって先の学習で知る

ことであったりしても，その時点で生徒にとって新たな発見をしたのであればそれは創造的活動であ

り，そうした活動を引き起こす力が創造性の基礎であると考える。

　 穴田恭輔（2004）※は，数学教育における創造性を構成する態度 ・能力 として，積極性，独創 性，柔
軟性，緻密 性，流暢性の五つを挙げ，それ らを創造性因子 と名付けている。先行研究によれば，これ

ら創造性因子の形成には，学習活動での発散的思考が重要な役割を果たすとの主張がみられる。また，

これら五つの因子と，高等学校学習指導要領解説数学編に 「創造性の基礎」 として例示 された態度 ・

能力を対比 させたところ，積極性＝数学の学習への興味 ・関心，独創性＝数学的な見方や考え方のよ

さを認識す る豊かな感性，柔軟性＝多面的にものを見る力，緻密性 ＝論理的に考える力，流暢 性＝数

学的に考察し処理す る力 といった対応が見え，創造性因子の形成を図ることは，数学科の目標に合致

している。

　今回まとめられた報告書によれば，離散数学を学ばせることは，生徒の発散的思考を促 し，創造性

因子の形成に有効であると判断できる。よって，私は高等学校への離散数学の導入に賛成である。

　実際の導入に当たって問題点を挙げれば，報告書でも指摘 されているように，学校現場に対 し，離

散数学を学校教育で取 り上げることへの理解 をどう図るか という点であろ う。 これは一定の指導力を

期待する上で最も重要な課題であると考える。離散数学 とい う半ば未知の内容を指導す る不安からく

る抵抗は容易に想像できる。実際に指導に当たる教員へのフォローは当然必要であろ う。私 自身，導

入には賛成だが，その際，指導内容に関して教員研修を実施するな ど，現場の混乱を避ける配慮を強

く求めたい。

※穴田恭輔（2004）：「数学教育における創造性についての一考察―創造 性の一つの測定方法 と数学の授

　業評価― 」，『神戸大学人間科学研究』11巻 ２号pp.117・128
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「異文化共生」「専門教育としての普通科目 」の視点から

氏 名 　 中澤　進

所 属 　静岡県立富士宮東高等学校

高校数学に離散数学的な内容を導入する件に関し， ２つの視点から意見を述べたい。

　ひ とつは，異文化共生の視点か らの数学教育についてである。

　近年，ひ とりひ とりの異なった考えがあってよい とされ，またグローバル化の流れの中で外国籍の

人間との接触がますます 日常化 している。「ひ とりひ とりが異文化」と言われる時代に，異なった考え

や感覚，文化 を持った人間どお しが社会生活 を営むには異文化共生の視点 と能力が必要である。均質

な文化の中で長い歴史を歩んできた 日本人はこうした異文化 との共生が苦手である。

　異文化理解 に不可欠なのが他者理解であ り，それにはコミュニケーションが欠かせない。同じ文化

を共有す る人間 とだけでなく，異なる文化圏の人間 とも考えや感覚を共有できるコミュニケーション

能力が求め られる。

　数学，特に数式を変形 して機械的に解答を導 く内容ではなく，解答への道のりを言葉で説明できる

分野を多く含む離散数学の学習は，自分の考えを順序立て，論理を通 して相手に伝える能力を養 うの

にふさわしい単元である。報告書の中でも離散数学の学習にはグループ ワークが適 しているとされて

お り，共同作業を通 じて異なる意見を理解 し受容できる力を育て られると考える。

　数学は人 工的に組み上げ られた学問であ り，その体系内において論理の流れは完全に保証 され

る。高校数学 は，解法は複数 あって も答 は確定 してお り，答 がちが う場合は論理 の展開の どこか

に間違いがあ る。この，論理の積み上 げと明確 な解説 はコミュニケーシ ョンスキル として重要で

ある。

　二つ 目は，専門教育 と しての普通科 目とい う視点である。

　いわゆる 「先進国」では申 し合わせた よ うに，義務教育は15歳 前後で終了する。そのころに

は人は自立的に 自分の将来 を考 えることができるか らだ とされ る。複線型の学校体系 を持つ ヨー

ロッパでは，この時点で専門性 を明 らかに して後期中等教育に進学す る。単線型のアメ リカでは

ハイスクールの中で，科 目の選択や単位制 な どに よって 自分の学ぶ内容を自分で決定す るシステ

ムになつてい る。

　戦後，アメ リカの体系を取 り入れた 日本は，単線型であるにも関わ らず事実上の学年制であ り，

選択科 目も多 くない。何 より，生徒 自身が将来像 を描いてお らず，多 くの生徒 にとつてモラ トリ

アムと しての高校時代である。そのため高校での学習 が 自分の将来 と結びつ かない実態がある。

結果 ，高校 の大半が普通科にな りいつそ う 「大学進学 のための」「何 に役 立つかわか らない」勉

強を強い られ ることになる。

　 したがって， 高校 はよ り専門に役立つ教育 を展開す る必要があると考える。それ が専門教育 と

しての普通科 目である。 もちろんそれ は報告書にもあ るように 「親学問の縮小版」 を 「教える」

ものではない。数学的 な発想や解法を通 して，それぞれの未来への具体的な力を育 もうとするも

のである。

　 現在，高校数学の最終的 な 目的地は微積 であるが，それは主に理工系向 けの数学 といえ よう。

現代は文系 も含 め多 くの分野で数学が利用 され る。離散数学も含 め，それぞれの 目的 に向けた専

門性 を持 った数学の学習が必要ではないだ ろ うか。

　 筆者は，まだ離散数学 とい う言葉 も知 らなかつた10年 ほど前か ら，上述 のよ うな観点で授業
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を考案 してきた。 グループワー クで生徒 が最 も楽 しんだ単元は場合 の数であった。また，電卓を

使用 し，代入による試行錯誤で方程式を解 いた り，三角比で√2や√3を 特別扱いせず任意の角

度で計算 した。 あるいはバーコー ドを読んだ り，n進 法の計算をn進 法のまま行な う手順 を扱 っ

た。

　 また，芸術 コー スのある高校 では，エ ッシャー のような図形 の埋め尽 くしや フラクタル図形，

フー リエ展開や平均率 と純正律な ど，専門を意識 した内容の教材 を作成 してきた。

　 これ らの内容は今になってみれば，多 くが離散数学的な発想であった。

　既存の単元あるいは離散数学 に限 らず ，生徒の将来の専門に役立つ様 々な教材 を考案す ること

が重要であろ う。またその点か ら見ても，離散数学はおおいに 「使 える」分野である と思われ る。

　 以上，今後の高校教育に重要になる と思われ る2つ の視点か ら離散数学の有用性 を述べた。
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離散数学の高等学校への導入に関して

氏　名　日野　朋之

所　属　新潟県立西川竹園高等学校

結論から申し上げます と，私は離散数学の高等学校への導入に賛成です。

　昨年の 日数教の全国大会で本研究の代表者でいらっしゃいます長崎先生のご講演を聞かせていただ

きました。その際，高等学校へ離散数学を導入す る動 きがあることを初めて知 りました。大会後，長

崎先生から報告書 『高等学校 における離散数学を中心とした新たな教材 の開発研究』を送付 していた

だき，大変興味深く読ませていただきました。特に，様々な指導の実践例を眺めると，活気のある授

業の様子が 目に浮かび，　 「是非 自分 もやってみたい」 と思われる教材が多数あ りました。 どの教材 も

数学的活動を効果的に取 り入れてあ り，生徒が生き生きと授業に参加する姿を思い浮かべることがで

きました。

　 さて，本校はあまり学力の高い学校 とは言えず，生徒の数学の授業に対する意欲 ・関心も低いので

すが，そのような生徒でも興味を抱き，自分の頭で考え始めるようにな り・・・， と充実 した授業の

様子を （願望 も込めて）想像 してしまいます。

　 また，学力の高いと思われている生徒の中には，本当は 自分の頭で納得のい くまで考えて結論を出

す，といった経験がほとんどなく，考えることの本当の喜びを知 らない生徒もいることでしょう。こ

うした生徒にとっても離散数学で取 り上げられている教材は大変良い刺激 となると思われます。

　 我々現場で実際に生徒の指導に当たる教員は大変責任が重い と思います。実際に離散数学導入の運

び となった折には，１人1人 の数学教員がしっか りと勉強をして，正 しい内容理解はもちろんのこと，

離散数学導入の理念を正 しく把握 した上で指導に当たることが とても重要であると考えます。 この点

に関しましては，報告書の根上生也先生の講演記録 『離散数学カ リキュラム化のポイン ト』が大変参

考にな りました。

　 最後に，繰 り返しにな りますが，私は高等学校の数学のカ リキュラムに離散数学を導入することに

賛成です。個人的には，今か ら離散数学の教材を研究し始め，来たる離散数学の導入に備えたい と考

えています。
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離散数学の高校数学への導入について

氏 名　前田　淳一

所 属　広島県立広島皆実高等学校

　 今回，離散数学を高校数学へ導入す ることについて，現場で指導している立場か らの意見を求めら

れた。しか し，私 自身は，腰を据えて離散数学の勉強をした経験がないので，その内容や有用性につ

いて論 じることはできない。離散数学の研究対象やその応用分野等については，聞きか じり程度には

知っている。その程度の理解では自分 自身の中に確たる像を描ききれないので，報告書を読んでも正

直 よくわからなかった。離散数学を導入するねらいは何か，それによって高校数学が どのように変わ

るのか。確かに現代社会では，離散数学は広 く応用 されていて，是非高校生に教 えておきたい内容で

ある。そ うではあるが，大学からは じめて何故いけないのか。また，今の高校数学教育は多くの問題

点を抱えていることは事実であるが，離散数学の導入がそれらを解決する糸 口にな りうるのか。 この

よ うな疑問は解消せず，頭の中は霞がかかっているようであった。

　 そこで，離散数学に関する本を何冊か読んでみた。その うち，特に根上 （2003）を読む ことで，大分

ス ッキリとしてきたので，これをべー スに して意見を述べることにする。

　 根上 （2003）では， 「基礎数学力」 とい う語がキーワー ドとなっている。 「基礎数学力」 とは何か。根

上 （2003）では，「見てそれ とわかる能力」と述べているが，明確には定義せず，具体的な問題を考察 し

なが らその意味 と重要性について述べている。そ して，対極的な ２つのタイプ 「正 しく計算ができる

が，その意味までは理解 していない，もしくは，興味がない」 と 「厳密なことまではわか らないが，

要するにこうい うことだ とい う理解を志向す る」をあげ，現在の学校数学は前者であるが，社会生活

を営む上では後者で十分である，む しろその方が大切であるとい う論調で貫かれている。そして，「基

礎数学力」を育成するのに，離散数学にはそれにふ さわしい題材が沢山あることが述べられている。

　 これを読んで，確かに 「基礎数学力」は重要であると感 じた。普段指導 していて感 じるのは， 「生

徒が考 えなくなった」とい うことである。「答 えを待っている」状態の生徒が多い。「わか らない」とい う

生徒には， 「もう少し自分で考えてみなさい」 ということに しているが，そ うすると「先生は教えてく

れない」とい う不満をぶつけてくる。わからないと言えばす ぐに答えやや り方を教 えてくれる，まるで

テレビのクイズ番組か何かと勘違い しているようである。 しかし考 えてみれば当然のことである。生

徒は考えるための土台となるもの （これが 「基礎数学力」であろ うと私は捉えている）を持っていな

いのである。意味はわからないが計算 して正解であればそれでよいとい う教育を受けていたのでは，

そのような土台を培 うことはできない。このような現場実態を考慮したとき，「基礎数学力」を重視す

る考えに賛同するものである。

　離散数学の導入にっいて，私は当初消極的な考えであった。その理由は，新 しい内容 を学習する生

徒にとっては，それが連続数学であろうと離散数学であろうと，未知のものであることに変わ りはな

い。違いは，離散数学の問題のほうが身近そ うに見えることで，考えてみ ようとい うきっかけ作 りに

なることぐらいであろう。その意味では，離散数学の導入は意味がある。 しかし，取り組みやすそ う

に見えても，そ う簡単に解に至ることはなく，あるタイミングで教師が考え方や答えを言ってしま う

ことになる。生徒が知 らないことを教師は知っている。「知っているのな ら早 く教えてくれればいいの

に」または 「ちょっ と待っていればす ぐに教えてくれるのだから考えなくてもいいや」 とい うように

考えるようにならないかとい う心配。また，ある問題を解いて得 られた結果を公式化 し，公式運用だ

けの問題演習の繰 り返しになるな らば，それが どんな内容であれ，従来 と変わらない とい う危惧。問

題毎に考え方をマニュアル化 し，「この問題はこのように考えるといいよ」とい う指導がなされたので

は，生徒に考えようとす る態度をつけることにはつながらない。結局，今 日の高校数学が抱える問題

を解決することにはつながらないのではないか。このように考えたのが，離散数学の導入に消極的で
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あった理 由である。

　 しか し，「基礎数学力」の育成を目的として，そのための題材を離散数学から提供 してもらう目的で

導入されるのであれば，それは積極的に進めてい くべきであると考えている。

　 大学入試センター試験をはじめ，大学入試が高校数学をゆがめたものにしているとい う批判がよく

なされ る。確かにそのような面はある。１点でも高い得点をとらせるために， より多 くのことを教え

ればそれだけ多 くの結果が得 られるだろ うとい う工場生産的学習指導観 （私の造語）にたてば，結果

のみの教え込み （知識注入型 とか，詰め込み教育と同義）と問題演習 （問題解決学習ではなく教師に

よる問題の解 き方解説）中心の授業になってしまい，結果的に高校数学をゆがめているという批判で

ある。 しかし，最近の入試問題の傾向を見ると，必ず しもそれだけでは対応できな くなってきている

ように感 じる。解法のパターンを覚え，計算 していけば正解にたどり着 くとい うものも多 くあり，そ

れはそれで大切なことではあるが，それだけでは対応できないものが増えてきたとい う印象である。

それでは何が必要なのか。それが 「基礎数学力」であろうと考える。例えば，「２次関数のグラフを書

け」 といえば，生徒は放物線を書く， しかも軸に関して対称な放物線を書 く。 しかしその対称性を利

用 して何かを考察す るとい うことが どれだけあるであろうか。対称性を利用すれば容易に解ける問題

で も，計算で答えを出そ うとす る。それは生徒も教師も同じである。図を書いて特徴を捉え，それを

言葉で言い表 してから数式に表現 し，それを論拠に考察を進 めることのほうが，計算 よりも重要なこ

とがある。そ して，このような思考経験はいつまでも記憶に残るであろう。一方，教えられた知識は

す ぐに剥落する。

　 このように考えると，離散数学の導入は，離散数学そのものだけでな く，連続数学の指導にも大き

な変革をもた らすものであると期待できる。計算をはじめる前に，図を書くな どして問題の全体像を

掴み，その上で必要なら計算をしていくとい う習慣を生徒も教師もつけることができれば，連続数学

とい う体系化 された現在の指導内容に対 しても，教材の捉え直しや指導方法の見直 しをする契機 とな

る可能性が大いにある。そ してそのことが今 日の高校数学教育が抱 える諸問題 を解決する突破 口にな

ると期待する。

（参考文献）

秋 山仁，Ｒ．Ｌ．Graham（1993）， 「離散数学入 門」，朝倉書店

秋 山仁 （2005），「離散数学― デ ジタル化社会が求 める新 しい数学」，イ リュー ム，第34号，

pp．4－23

根 上生也 ， 中本敦浩 （2003），「基礎数学力 トレー ニング－Ｎの数 学プ ロジェク ト」，日本評

　 　論社
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離散数学の高校数学への導入に対する期待と不安

氏　名　田中　賢治

所　属　東京学芸大学附属高等学校大泉校舎

　数学Iの 内容に対する社会的有用性 に関する意識調査で，挙げ られている10項 目の うち４項 目

で 「ふだんの生活や社会生活で役立つ」と思 うとい う回答が10％ を超 えていず，最も多いものでも

40％ 台とい うことであった。実際に授業を行 っていても，毎年何人かの生徒か ら 「どうして数学を

勉強す るのですか。」 とか 「将来役立つのですか。」 とい う質問が発せ られ る。質問を しなくとも，

数学の授業を受けてい る生徒の多 くが，授業だか らしょうがない，大学の入試科 目だか らしょうが

な く勉強 しているとい うのが現状であろ う。

　 しか し，生徒は試 行錯誤を繰 り返 し，あぁでもないこうでもないと考えて解 くことが嫌いなわけ

ではない。本校では ２学年で学校設定科 目 「総合数学」を開設 している。単位数は ２である。選択

科 目なので，履修を してい る生徒数はそれ程多 くはなく，例年学年の １割程度である。 この科 目で

扱 う内容は， トランプで行 うゲームの数理的な トリックを調べた り，動きのある立体模型 を作って

その形 と展開図の関係を調べ，更に複雑な形にす るためにはどのよ うな展開図にすればよいか考 え

た り，いくつかのテーマを1年 間の中で勉強す るとい うより探究 していく授業である。受講す る生

徒は必ず しも数学の成績が優秀な生徒ばか りではなく，数学的には中位 よりやや下のレベルの生徒

も選択 して くる。ふだんの数学の授業では，積極的に発言 した り進 んで問題を解 くことのない生徒

が， トランプを手にゲームを繰返 しその仕組みの解明に夢中になった り，一生懸命立体模型を作 り

観察 していた りする様 子が見 られる。その表情には真剣 さと充実感が溢れている。 ときには教師が

思いつかない方法で解明を試みる生徒がい る。彼 らにとって，何が問題 になっているかが理解でき，

その構造を知 りたいとい う欲求を起 こさせ る課題になっているか どうかが重要な様 に感 じられる。

　 現在の高校数学のカ リキュラムは微積分 を頂上 として，その内容の習得 に必要な数学的な内容や

計算方法 を学ぶ よう組み立て られている。登山をす るよ うに地道な努力を一歩一歩積み重ねて頂上

を目指し，最後には頂上に立ち素晴らしい景色が見られただろうという構造になっている。多くの

生徒にとって地道な努力や我慢を強いられることになり，苦痛となっている。「どうして数学を勉強

するのですか。」とか 「将来役立つのですか。」という質問は，その苦痛から発せられるのであろう。

　離散数学には生徒にとって何が課題で何を求めればよいか見極められ探究してみたいと思わせる

問題や，生徒の身近に感じられる状況を課題にした問題が多くあり，数学がふだんの生活や社会生

活で役立つと思わせる効果も大きいように思われる。また，課題の探究には論理力や推論する力 ・

洞察力は求められるが，数学的知識や技能が少なくて済むことも大きな魅力である。社会の変化に

対応するばかりでなく，数学に生徒の興味関心を呼び起こし，授業を活性化する上でも離散数学の

問題を採り入れることは意義あると思う。

　 しかし，一方で教師の意識を変える必要もあるように思う。離散数学の課題を扱うときは特に，

生徒の探究活動を主にした授業が求められるであろう。教師側からの一方的な知識伝達型の授業で

は今までの授業と変わりのないものになってしまう。また，生徒に体系的な知識体系を習得させる

ことが主たる目的でなく，生徒が個人やグループで探究活動に取り組む姿勢そのものを評価するも

のでなければならないように思う。

　 授業時間数が足りない，教師が離散数学の指導をした経験が少ない，大学受験でどのように扱わ

れるか未知数である状況の中，かつての 「自然数の列」が辿ったようにならぬことを期待する。
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離散数学の高等学校への導入に関する高等学校教師用調査への

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご協力の依頼

関係各位殿

前略

　私 ども国立教育政策研究所の研究員 を中心とす る研究グループでは，現在，日本学

術振興会の科学研究費補助金を得て， 「高等学校における離散数学を中心 とした新た

な教材の開発研究」に取 り組んでお ります。現在の我が国の高等学校の数学教育にお

いては，離散数学や フラクタルやカオスなどの新 しい数学についての教育価値は認め

られつつも，学習指導要領の高等学校数学の内容 としての位置づけが十分でなく，そ

の教材開発は個々の教員の興味等に基づいて小規模に行われてきてい るだけです。一

方，欧米諸外国においては，これ らの内容は，高等学校の数学で，国家段階の教育課

程だけではな く教科書や教室段階までも積極的に取 り入れられていることが明 らか

になってお ります。

　そ こで，所 内外の数学教育研究者 ，数学者 ，高等学校教員，教育行政関係者等約

20名 の研 究 メンバーに よる研 究組織 （報告書参照）によつて，我が国の高等学校の

数学教育において離散数学を中心 とした内容の導入に関する研究を進 めているとこ

ろです。

　本年 ２月には、２年間の成果 をまとめた報告書 『高等学校における離散数学を中心

とした新たな教材の開発研究』を公刊 しま した。

　 そこで，この研究に一層の広が りと深 さをもたせるために，高等学校において，現

在、実際に数学を指導 してい らっ しゃる方々に，本年 ２月に発行 しました報告書 『高

等学校における離散数学を中心 とした新たな教材の開発研究』をご参照の上、自由で

率直なご意見を承ることを計画致 しま した。

　 研究メンバーの方々のご推薦 に基づいて，皆様方にご意見を伺いたく，お手紙を差

し上げた次第です。

　 つきま しては，先生の，離散数学を高等学校に導入す ることに関す る積極的なご意

見等を頂ければ幸いです。

　 お寄せいただきま したご意見等は，私 どもの研究資料 としてそのまま収録 し，活用

させていただくとともに，関係機関に配付 したい と考えてお ります。

　 お忙 しい中，勝手なお願いを して誠に恐縮に存 じますが，高等学校の数学教育のよ

りよき発展のために，特別の協力を賜 ります ように重ねてお願い申し上げます。
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　 なお，ご執筆に際 しては，誠に恐縮に存 じますが，次の諸点についてご留意 くださ

います ようお願い申 し上げます。

　 ご意見等は，同封の原稿用紙を使 うか，又は，ワープロ，テキス トエデ ィッターで，

お願いいた します。本文をおおむね40字40行 をめ どと し，1頁 目には，「表題 」，「お

名 前」，「所属」を付けていただければ幸いです。

　 なお、ワープロを使われ る場合には，横書きにて，おおむね40字40行 をめ どとし，

1頁 目には， 「表題 」，「お名前 」，「所属」を付けていただければ幸いです。テキス ト

エディッターでは，1行 を40文 字程度 で書かれ，最初 に， 「表題」，「お名前」，「所属」

を付けていただければ幸いです。

　 なお，甚だ失礼ではございますが，書式や送 り仮名など些細な訂正を要す る個所が

ある場合 には，皆様方にお断 りすることなく，私 どもで訂正 し，収録 させていただき

ますので，あ らか じめご了承 くださいますようお願いいた します。

　 ご意見等は，誠に勝手ではございますが，

　　　来年，平成19年1月 末 まで に，

同封の返信用封筒 を ご利用の上，お送 りくださるよ うお願い申し上げます。

　 なお，ワープロまたはテキス トエディッターで作成 される場合は，メールで，下記

のア ドレスにお送 りいただけると幸いです。

　 nagasaki＠nier.go.jp

な にとぞ ，よろ しくお願 いいた します。

平成18年12月28日

研究代表者

国立教育政策研究所　長崎栄三

この件につきま して，ご質問等があ りましたら，下記宛にお問い合わせ くだ さいま

すようお願い申し上げます。

　　〒153－8681　 東京都 目黒 区下 目黒6－5－22

　　 　　 　　 　　 　 国立教育政策研究所教育課程研究センター　長崎栄三

　　　　　　　　　　 メール　nagasaki＠nier.go.jp

-168-



Ⅵ．高等 学校における数学の授業と評価のあり方
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高等学校における数学的活動と授業改善

　 熊倉　啓之

静岡大学教育学部

【要約 】本稿の 目的は 「数学的活動」に焦点をあて，高等学校数学の授業改善のための方策を探る

ことである。まず，数学的活動の意義や具体的な内容 について文献 を通 して明 らかにする。次に，

現行の高等学校数学の授業の中で数学的活動が どの程度行われているかを，教育課程実施状況調査

結果や教科書記述等か ら考察する。その上で，数学的活動を促す1つ の方法 として 離散数学の導

入 を挙げ，その教材の有効性 を検討 して，教材例 を提示す る。

１．はじめに

　中学校 と高等学校の数学の教科書を比べると，そ こには大 きな相違が見 られる （熊倉，2005） 。

たとえば，図1， 図2は ，同 じ教科書会社の中学校の三平方の定理の導入ページと，その拡張であ

る高等学校 の余弦定理の導入ペー ジを示 した ものである。

　図1　 中学校 ・三平方の定理の導入 （東京書籍）　 図2　 高等学校 ・余弦定理の導入 （東京書糊

　中学校の教科書の場合は，まず定理 を発見させるための活動場面がある。その後，定理を提示 し，

証明→適用問題例→練習問題 とい う流れになっている。また，問の中で別の照明方法も扱っている。

一方
，高等学校の場合は，定理をいきな り提示 し，その後，証明→適用問題例→練習問題 とい う流

れになっている。中学校の場合 も高等学校 の場合 も，他の出版社の教科書で概ね同 じような形態で

ある。
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　教師が授業を行 うとき，必ず しも教科書の記述 に沿って実施する とは限らないが，教科書記述 に

見る中学校 と高等学校の違いは，授業の違いとしても現れていると推測す ることができる。

　第3回TIMSSの 一貫 として実施 された授業 ビデオ分析による国際比較研究結果か ら， 日本の授

業や授業研究が一層高 く評価 されることとなった （ジェームス・Ｗ ・ステ ィグラー，2002） 。「jugyou

kenkyuu」 とい う英語が誕生 したほどである。 しか し，ここで評価 された対象は，あ くまでも小学

校算数，中学校数学の授業である。国際的に脚光を浴びている小学校，中学校の授業に比べると，

高等学校数学の授業はまだまだ多くの問題点を抱 えているといえよう。

　 それでは，高等学校の授業はどの ような課題 を抱えてい るのか。また，授業改善のための方策 と

して どのようなものが考 えられ るのであろうか。高等学校の授業改善を阻む要因の1つ として， 大

学受験を挙げることができる。 しか し，その状況は，高校受験を抱 える中学校の場合も同じはずで

ある。大学受験によって生ずる諸問題を克服 し，高等学校数学の授業を改善する方策 はあるはずで

ある。その1つ として期待できるのが，現行の学習指導要領 よ り新たに導入 された 「数学的活動」

であると考える。

　本稿では，この 「数学的活動」に焦点をあて，授業改善への示唆 を得ることを目的 とす る。

２．数学的活動について

　まず，数学的活動の意義や具体的な内容 について明 らかにす る。 「数学的活動」 とい う用語は，

平成10年 告示の学習指導要領の 目標に次のよ うな形で記述 されている。 （下線部は筆者による。）

　 数学における基本的な理念や原理 ・法則の理解を深め，事象を数学的に考察 し処理する能力を高め，数

学的活動を通して創造性の基礎を培 うとともに，数学的な見方や考え方のよさを認識 し，それ らを積極的に活用す

る態度を育てる。

　高等学校学習指導要領解説― 数学編 ・理数編― では，数学的活動を次のような思考活動であると

している （1999）。

・身近な事象を取り上げそれを数学化 し，数学的な課題を設定する活動

・設定した数学的な課題を既習事項や公理 ・定義等を基にして数学的に考察 ・処理 し，その過程で見いだした

いろいろな数学的性質を論理的に系統化し，数学の新 しい理論 ・定理等 （以下 「数学的知識」とい う。）を

構成する活動

・数学的知識を構成するに至るまでの思考過程を振 り返ったり，構成 した数学的知識の意味を考察の対象とな

った当初の身近な事象に戻って考えたり，他の具体的な事象の考察などに数学的知識を活用 したりする活動

すなわち， 「課題 を設定す る」　 「理論 ・定理等を構成する」 「振 り返った り，活用 した りする」

といった活動が重視 されていることが読み取れる。

　さらに，数学的活動の目的 として，次の3点 を挙げている。

・身近な事象 との関連を一層図り，数学化の過程を重視する。

・主体的に様々な問題解決の方法を味わった り，問題解決の後も自らの思考過程を振 り返ったり，その意味を

考え，より発展的に考えたり，一般化 した りして問題の本質を探ろ うとするなど，数学的考察 ・処理の質を
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高める。

・見いだした数学的知識の意味を身近な事象に戻って味わったり，見いだした数学的知識をいろいろな場面に

活用したりする。

　ここか らは，さらに 「発展的に考えた り一般化す る」等の活動を強調 していることが読み取れ る。

そして，全体を通 して 「身近な事象を数学化す る」活動が重視 されていることがわかる。

　 日本数学教育学会研究部高等学校部会は，上記の記述を踏まえた上で，数学的活動を次の7つ に

とらえ直 している （2005）。

①事象を数学の記号 ・約束で表現する。

②事象を数学化 し，数学的な課題を設定する。

③設定した課題を既習事項や公理 ・定理を基にして，数学的に考察 ・処理する。

④似た数学の問題を作り，解決する。

⑤数学的性質等を論理的に系統化する。

⑥他の具体的な事象の考察などに数学的性質を活用したりする。

⑦数学的に表現されたことを，コンピュータ等でシュミレーションする。

　また，長尾は 「数学的活動 とは，数学を学習す る際の生徒の主体的活動である」 として，活動の

主体性 を強調 している。 さらに，数学的活動の例 として，次のようなものをあげている （2004）。

　 ・数学のある内容 について学習するとき，その概念にあてはまる具体例は どのようなものか，そ

の概念 を拡張することはできないのか，その概念を拡張するために必要なことは何かな どを考

える。

　 ・問題を解決す るとき，これまで似た ような問題はなかったか，これまでの解決方法は使 えない

か，問題を特殊化す るとどうなるのか，具体的に1つ1つ の場合 を当たっていくとどのような

ことが引き出せるのかな どを考える。

　渡邊は 「数学における認識の深ま りを助長す る行為を遍 く数学的活動 とい う」 として，数学の認

識を深めるための数学的活動の意義を強調 している （2004）。

　両者 の主張は，数学的活動をより広範なものとして捉えているように感 じる。

　筆者 も，ここでは数学的活動を 「身近な事象を数学化す る」活動の範囲に限定せず，よ り広い意

味に捉え， 「生徒が主体的に数学の認識を深める活動」を数学的活動 と呼ぶことにする。

3． 高等学校における数学授業と数学的活動

　 ここでは，高等学校数学の授業に，数学的活動が どの程度行われているかについて，平成14年

度高等学校教育課程実施状況調査，お よび平成13年 度小 ・中学校教育課程実施状況調査の結果 を

もとに考察する。

　（1）教師質問紙か ら

　まず教師質問紙か ら，教師が行っている授業形態の傾向を分析す る。

　数学的活動に関わる3つ の質問項 目 「コン ピュー タを活用 した授業を行っていますか。」， 「作

業的 ・体験的な活動を取 り入れた授業を行 っていますか。」， 「実生活における様々な事象 との関

連を図った授業を行っていますか。」のそれぞれの結果は，表1～ 表3の 通 りである。
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表1　 コンピュータを活用 した授業 （％）

表2　 作業的 ・体験的な活動 を取 り入れた授業 （％）

表3　 実生活における様々な事象 との関連を図った授業 （％）

　これ らの結果か ら，次のことを指摘できる。

　コンピュータを活用 した授業については，小 ・中 ・高を通 して，行っている教師は少ないことが

わかる。特に高等学校の場合は， 「行っている方だ」 「どちらかといえば行っている方だ」を合わ

せて も，3％ にも満たない。コンピュー タは各学校に設置 されていると考えられ るが，少なくとも

算数 ・数学の授業ではほとん ど使われていない実態が読み取れ る。

　作業的 ・体験的な活動を取 り入れた授業については， 「行っている方だ」 「どちらかといえば行

っている方だ」を合わせる と，小学校の場合は60％ を超えているが，それ に比べて中学校の場合は

約33％ と少な く，高等学校の場合は約20％ とさらに少ないことがわかる。

　実生活における様々な事象 との関連を図った授業については， 「行っている方だ」 「どちらかと

いえば行っている方だ」を合わせ ると，小学校の場合は60％ を超 えているが，それに比べて中学校

の場合は34％ と少な く，高等学校の場合 も約30％ と同様に少ないことがわかる。

　学校段階が上がるにつれて，それぞれの割合が減少する傾向があるが，指導内容がよ り抽象的に

なっていること，内容量が増加 していて時間的にゆとりがないこと等が影響 しているといえよ う。

　学習内容の理解を深め，生徒 に学ぶ意義を実感 させる上では，コンピュータを活用 した り，作業

的 ・体験的な活動を取 り入れた り，実生活 との関連を図った授業は大いに有効であるといえる。 し

かし，実際にはこのような授業は，高等学校であまり行われていない実態が明らかになった。
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　（2）生徒質問紙か ら

　次に生徒質問紙か ら，数学の授業や勉強に対す る生徒の意識を分析する。

　数学的活動に関わると考えられ る3つ の質問項 目 「数学の勉強は，入学試験や就職試験に関係な

くても大切だ。」， 「数学を勉強すれば，私のふだんの生活や社会生活の中で役立つ。」， 「数学

を勉強すれば，私は，論理的に考 えることができるようになる。」のそれぞれの結果は，表4～ 表

6の 通 りである。

表4　 数学（算数）の勉強は，入学試験や就職試験に関係なくても大切だ （％）

表5　 数学（算数）を勉強すれば，ふだんの生活や社会生活の中で役立つ （％）

表6　 数学（算数）を勉強すれば，私は，論理的に考 えることができるよ うになる （％）

　これ らの結果から，次のことを指摘できる。

　数学（算数）の勉強に対 して大切である と考 えている子 どもは， 「そ う思 う」　 「どち らか といえば

そ う思 う」を合わせると，小学生，中学生の場合は，約80％，67％ と，いずれも半分以上であるが，

高校生の場合は，約40％ と半分に満たない。このことか ら，高校生は，数学の授業を試験のために

仕方なく受 けていて，授業の内容 も 「試験のための内容」 ととらえている生徒が少なくないことが

読み取れ る。

　数学の勉強が生活の中で役立つと考えている子 どもは， 「そ う思 う」　 「どち らか といえばそ う思

う」を合わせ ると，小学生，中学生の場合が約76％ ，56％ であるのに対して，高校生の場合は約

33％ と少ない。教師質問紙の表3の 結果 と合わせて考えると，高校の授業では， 「生活の中で役立

つ」 ような内容 を扱っていないことが多いといえそ うである。
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　数学の勉強が論理的に考える力 を育成すると考えている子 どもは， 「そ う思 う」 「どちらか とい

えばそ う思 う」を合 わせ ると，小学生の場合が約50％ ，中学生の場合が38％ ，高校生の場合が約

27％ と学校段階が上がるにつれ少なくなっている。このことか ら，高校の授業では，論理的に考え

る場面が少ないことが読み取れ る。一般 に，数学教育の重要な目的のひ とつ として，　 「論理的に考

える力 を育成す る」ことが挙げられる。そ して，学校段階が上がるにつれ，内容 も徐々に抽象的に

なり，論理的に考える必要のある場面は増えると考えられ るが，子 どもは，逆に学校段階が上がる

につれ，論理的に考えない ようになってい ると感 じていることがわかる。

　以上の点か ら，高等学校の数学の授業の課題について，次のようにまとめることができる。

　①　数学を勉強す ることは大切であることを，生徒に実感 させ る授業があま り行われていない。

　② 日常の生活 と関連付けた授業があま り行われていない。

　③ 論理的に考える場面を取 り入れた授業があま り行われていない。

　④　体験や活動を取 り入れた授業があま り行われていない。

　 したがって，このような現状においては， 「生徒が主体的に数学の認識 を深める数学的活動」は，

授業の 中であま り行われていないことが推察 され る。

４．教科書記述に見る 「数学的活動」

　次に，教科書の中に 「数学的活動」に関連す る記述がどの程度あるかについて分析する。教科書

は，必修科 目である 「数学I」 とし，中学校数学の教科書も発行 している2社 （東京書籍，啓林館）

について調査 した。調査の観点は以下の通 りである。

　 ・生徒に 「主体的な活動」を促す ような問いかけや問題があるか。

　 ・いきな り性質や定理，公式を提示するのではなく，いくつかの例を考察する活動を通 して，そ

れ らを構成 しているかどうか，

　 なお，対象 としたのは本文が中心であ り，章扉や章末問題等は対象外 とした。

　 その結果，図3， 図4の よ うな 「数学的活動」に関連する記述が見られた。

　 図3で は，不等式の基本性質について，最初に 「不等式 と四測演算 との関係について調べてみよ

う」 とい う活動 を促す誘導文があ り，その後具体的ない くつかの例を通 して，基本性質をまとめて

いる。

　 図4で は，2次 関数 のグラフとｘ軸 との共有点について，最初に 「2次関数のグラフとｘ軸 との

共有点の様子 を調べてみよう」 とい う活動を促す誘導文があ り，その後具体的ない くつかの例 を通

して，基本性質をまとめている。

　 いずれ も，成 り立つ性質をいきな り提示す るのではなく，いくつかめ例を調べる活動 を取 り入れ，

結論を導いている。 「調べてみよ う」とい う投げかけに応 じて，生徒が主体的に調べる活動を行 う

とすれば，それは 「数学的活動」を行っているといえるであろう。

　 しか し，上記のような 「数学的活動」に関連す る記述は少なかった。多 くの記述は， 「用語や概

念の説明」→ 「性質，定理，公式等の提示」→ 「証明」→ 「性質，定理，公式等の適用問題例」→

「練習問題」の順に記述 されている。

　 以上の結果から，教科書の中にも， 「数学的活動」を促す記述は決 して多 くないことが明 らかに

なった。
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図4　 2次 関数のグラフとｘ軸 との共有点（啓林館）

5． 数学的活 動を促す内容としての離散数学

　高等学校の数学の授業に 「数学的活動」を取 り入れ， 授業改善を促すためには，どうすればよい

であろ うか。その方策の1つ として期待できるのが，離散数学の導入であると考える。

　離散数学に関する特徴 について，景山は次の4つ を挙げている （2006）。

　　（特徴1） 問題解決の前提 となる知識や技能が少なくて考えられる場面を設定できる。

　　（特徴2） 能力 （アイデア）に応 じて多様な解法が考 えられる （着想の転換）。

　　（特徴3） 身近な事象，特に，社会的事象か ら題材を得やすい。

　　（特徴4） アルゴリズムの開発が中心的な課題の一つである。

　各特徴か ら，数学的活動を促す上で，次のようなメリッ トが考えられ る。系統的である数学は，

指導す る上でもある程度系統的に指導した方が，生徒にとっても理解 しやすい し効率的に指導でき

るといえよ う。そのことは逆に，生徒が主体的に考える場を少な くしてしま うことにもつながる危

険性がある。その点離散数学は，特徴1に あるように，必ず しも系統的に指導する必要はなく，し

たがって生徒が主体的に考える場面が作 りやすい といえるであろう。前提 となる知識や技能が少な

いため，それまで数学を苦手 としている生徒にとっても取 り組みやすい。また，定理を導くことよ

りも，定理を適用する問題解決が中心にな りがちな従来の指導に対 しそ，特徴4か らは，問題解決

の方法を主体的に見つける活動を行いやすい点がメリッ トとして挙げ られる。 さらには，特徴3か

ら，生徒が興味 ・関心を持って活動に取 り組む ことが期待できる。

　国宗は，高等学校数学の授業改善の着眼点の1つ に 「数学の学習観，授業観を問い直す」ことを

図3　 不等式の基本性質（東京書籍）
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挙げ，その具体的事項 として次の2つ を挙げている。

　　① 例題，問の繰 り返 しから脱却す る。

　　④ 演習の質を高める。

　上記①，②は，数学的活動を促す事項であ り，離散数学は，その特徴か ら 「数学の学習観，授業

観を問い直す」上で効果的であるといえるであろう。

　以上見てきたことから，離散数学の導入は，数学的活動 を取 り入れて授業改善を促す上で，有効

な方策であると考えられ る。

6． 数学的活動を促す離散数学の教材例

　数学的活動を促す離散数学の教材例については，　 「高等学校 における離散数学を中心 とした新た

な教材の開発研究」（2005年 度本研究報告書）に，いくつかの実践例が紹介 されてい る。以下では，

それ以外の教材例について，いくつか紹介 したい。

（1）グラフ理論における2部 グラフの教材例

　 【課題1】　 座席 の座 り方

　Ａ～Ｄの男子4人 と，a～dの 女子4人 が，円卓に交

互に座る。次の ような関係があるとき，互いに知 り合

い同士が隣 り合 うように座るのは可能であろ うか？

解答例）男女別 にして，知 り合い同士 を線で結んだグラフをか く。

この グラフで，Ａ か らス ター トして，線 で結 ばれ た ところをつ ないで ，全 員 を通 って Ａ に

戻 るコー スを考 える。 例 えば次 の コー ス が考 え られ る。　 （他 に もい くつか考 え られ る。）

　Ａ→c→ Ｂ→a→ Ｃ→d→ Ｄ→b→ Ａ

よって，知 り合 い 同士 が 隣 り合 うよ うに座 るこ とは可 能で ある。

【課題2】 河渡 り問題

3匹 の子豚 と3匹 の狼が舟で河を渡る。舟は2匹 までしか乗れず，両岸で （子豚の数） ＜

（狼の数） とならない ようにするには，どの ように渡ればよいか ？

解 答例 ）舟が両岸 Ａ，Ｂ にあ る場合 の考 え られ る局面 をすべ て あげ （ア～ コ， あ～ こ），移 動可

能 な局 面を線 で結 んだ グラフ をか く。 （Ｐ ：子豚 ，Ｗ ：狼）

このグ ラフで，　 「ア」 か らス ター トして， 「こ」 まで行 く最 短 コー ス を考 え る と， 次の

通 りで あ る。

よって，上の よ うに渡れ ば よい。
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この とき，最小 回数 は11回 で，渡 り方 は4通 りあ るこ ともわかる。

　＜指導上の留意点 ＞2部 グラフとい う用語を覚 えることがね らいではなく，2部 グラフを利用 し

て問題 を解決す る生徒の主体的な活動 を中心とする。

（2）グラフ理論における平面グラフの教材例

【課題1】 平面 グラフゲーム

　平 面上 に5個 の点が あ る。2人 が交互 に，す でに引いた線 と交 わ らない よ うに，2点 を線

で結 ぶ。 ただ し，2点 の間 には線 は1本 しか 引 けない もの とす る。線 が引 けな くな った方 が

負 け とす るとき， この ゲー ム を してみ よ う。 そ して気づいた 点を あげてみ よ う。

　 また ，点の数 を6個 ，7個 ，… に して， 同 じゲー ムを して，気 づ いた 点 をあげ てみ よ う。

解答例 ） ゲームか ら気 づ く点

＊5点 の場 合，9本 まで 引け るが ，10本 目は絶 対に 引けない。

＊6点 の場 合，12本 まで 引け るが ，13本 目は 引けない。

＊n点 の場合 ，3n－6本 まで引 ける。

【課題2】 正多面 体の グラ フ

立方体 を，平面上で線が交差 しない ようなグラフに表 してみよう。

また，正4面 体，正8面 体についても同じように表 してみ よう。

解答例）
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＜指導上の留意点＞平面グラフとい う用語を覚えることがね らいではなく，平面グラフに表 した

り，規則性 を見つけた りする生徒の主体的な活動を中心 とす る。

７．おわ りに

　現行の学習指導要領において 「算数的活動」「数学的活動」が新たに強調 され るようになったが，

小学校算数，中学校数学の授業 と比較す ると，高等学校数学の授業では，数学的活動は必ず しも積

極的に行われていないことを，教育課程実施状況調査の結果や，教科書記述等をもとに考察 した。

その上で，数学的活動を促す教材 として離散数学が有効であることについて言及 し，いくつかの教

材例を提示 し，数学の授業改善のための方策 を探った。

　今後の課題 として，他 にも多 くの離散数学の教材例を開発 し，実践を通 してその有効性 を明 らか

にしたい。また，離散数学の導入に際 して，いかなる数学の力が育成 され るかについても明 らかに

してい く必要があるであろう。
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高等学校 数学科における 「４つの観点」に基づ く評価の工夫について

－「平成14年 度高等学校教育課程実施状況調査（数学Ⅰ）」の調査結果をふまえながら－

　　 山口　武志

福岡教育大学教育学部

【要約】本稿では，教育課程審議会の答 申を契機 とする評価 の改善に関す る今 日的動向やその背景

について概観 しなが ら，高等学校数学科における評価の改善について，次の ２つのポイン トを指摘

した。その １つは， 「関心 ・意欲 ・態度」 「数学的な考え方」 「表現 ・処理」 「知識 ・理解」の ４

つの観点による 「目標 に準拠 した評価」の一層の充実であ り，評価規準に基づ く評価 の具体化であ

る。第 ２は，いわゆる 「指導 と評価の一体化」 とい う視座か ら， 自ら学ぶ意欲や思考力， 判断力 ，

表現力 なども含めた広義の学力観に基づ く授業改善の重要性である。第1に ついて，本稿では特に，

平成14年 度に実施 された 「高等学校教育課程実施状況調査 （数学Ⅰ ）」の問題を取 りあげなが ら，

４つの観点に基づ く評価問題の在 り方について考察した。

１．評価の改善と学力観の転換

　算数 ・数学科に限らず，近年，評価の改善 とそれに基づ く授業の工夫が求 められている。評価に

関す る今 日的動向を把握 しなが ら，高等学校数学科における評価の改善を考 えていく上で，次の ３

つの資料は欠かせないものである。

　Ａ．教育課程審議会による 「児童生徒の学習 と教育課程の実施状況の評価の在 り方について（答

申）」 ［平成12年 （2000年）12月，以下 「答 申」］

　 Ｂ．文部科学省初等中等教育局長による 「小学校児童指導要録， 中学校生徒指導要録，高等学校

生徒指導要録，中等教育学校生徒指導要録並びに盲学校，聾学校及び養護学校の小学部指導要

録，中学部生徒指導要録及び高等部生徒指導要録の改善等 について （平成13年4月27日 付

け文部科学省初等 中等教育局長通知）」 ［平成13年 （2001年 ）4月，以下 「通知」］

　 Ｃ．国立教育政策研究所教育課程研究センターによる 「評価規準の作成，評価方法の工夫改善の

ための参考資料 （高等学校数学）」 ［平成16年 （2004年）3月，以下 「参考資料」］

　Ａの 「答申」は，今 日の評価に関す る議論の契機 になったものであす。Ｂの 「通知」は， 「答申」

を受けて，指導要録の改善点を具体的に示 した ものである。 この 「通知」では，小，中，高等学校

において， 「総合的な学習の時間」の評価 に関す る文章記述欄 を新設す ることや，小，中学校にお

いては， 「行動の記録」の項 目を見直す ことが提言されている。また， 「答 申」は，評価規準や評

価方法の研究推進 を国立教育政策研究所や大学などの研究機関に求めている。 さらに， 「通知」で

は，高等学校の各教科 ・科 目の評定について， 「関心 ・意欲 ・態度」 「思考 ・判断」 「技能 ・表現」

「知識 ・理解」の４つの観点による評価を十分踏まえることを求めている。 Ｃの 「参考資料」は，

こうした要請や動 向に応 える形で，国立教育政策研究所によって提案 された高等学校数学科におけ

る評価規準の事例である。

　 「答 申」は長文 にわたるが，その骨子は次の４点にまとめ られる。

(1)学習指導要領が示す 目標に照 らしてその実現状況をみる評価 （目標に準拠 した評価，つまり絶

対評価）を基本 とす る。
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(2)児童生徒の学習状況を客観的に評価するため，評価規準，評価方法等を研究開発す る。

(3)全国的かつ総合的な学力調査を実施する。

(4)各学校 において，児童生徒の学習状況や教育課程の実施状況等の 自己点検， 自己評価を行 う。

　上記(1)の指摘を受け， とりわけ小，中学校における指導要録の 「評定」については，学習指導要

領に示す各教科の 目標に照 らして，その実現状況 を総括的に評価すべきことが 「通知」において指

示 された。従来の 「絶対評価 を加味した相対評価」か ら 「目標 に準拠 した評価」 （絶対評価）に改

められたことになる。高等学校における 「評定」の取扱 いについては，従来か ら， 「目標に準拠 し

た ５段階評価」 とされてお り，現行の評価方法を維持することになっている。ただ，ペーパーテス

ト等による知識や技能のみの評価など，一部の観点に偏 した評価が行われ ることのない ように，４

つの観点による評価の充実を求めている点が重要なポイン トである。

　 「答 申」は， 「目標に準拠 した評価」を重視す るい くつかの理由を指摘 しているが，その主たる

理 由は 「学力のとらえ方の見直 し」に よるものである。実際， 「答申」では，知識の量のみで学力

を とらえるのではな く，①学習指導要領に示す基礎的 ・基本的な内容 を確実に身につけることはも

とより，② 自ら学び 自ら考 える力などの 「生きる力」がはぐくまれているかどうかによって学力 を

とらえるべきである， と指摘されている。上記①のように，基礎 ・基本の確実な定着を評価するの

であれば， 「集団に準拠 した評価」よりも， 「目標に準拠 した評価」が望ましいとい うのである。

　 このように， 「目標に準拠 した評価」を一層重視することにはなったが， 「集団に準拠 した評価

が軽視 されたわけではない。実際，クラスや学年などの集団における相対的な位置づけにかかわる

情報は，必要に応 じて，総合所見欄 に記入することとなっている。また，児童生徒一人一人のよい

点や可能性，進歩の状況などを評価するため，　 「個人内評価」の重要性も謳 ってお り，多面的な工

夫 を求めている。

　 ところで， 「目標に準拠 した評価」を基本 とする以上，実務面では，評価の観点や評価方法の改

善が大 きな課題 になってくる。例 えば，前者については，内容や 目標 にそって， 「何 を評価するの

か」 とい う質的な判断の根拠 （いわゆる 「評価規準」） と， 「どの程度であるか」 とい う量的な判

断の根拠 （いわゆる 「評価基準」）を具体化す ることが求められる。高等学校の場合， 「評定」に

ついては， ５段階 （「十分満足できると判断 されるもののうち，特に程度の高い もの」 「十分満足

できると判断されるもの」 「おおむね満足できると判断 され るもの」 「努力 を要す ると判断され る

もの」 「努力 を要すると判断 され るもののうち，特に低い程度のもの」）で評価す ることになって

い る。Ｂ の 「通知」においては， ４つの観点によって評価を充実することがより明確に打ち出され

ていることから， 「目標 に準拠 した評価」 とい う視座か ら，４つの観点による評価を どのように評

定に総括 してい くかとい うことが重要なポイ ン トになっている。実際， 「通知」においても， 《「観

点別学習状況」において掲げられた観点は，分析的な評価を行 うもの として，各教科の評定を行 う

場合において基本的な要素 となる》ことが指摘されている。実際には，教科や内容の特性を考慮 し

なが ら，観点に重みづ けをすることも可能 となってお り，具体的な評定の工夫は各学校の裁量に委

ねられている。いずれに しても， 「観点別学習状況」が今まで以上に重要になるため，学習指導要

領 に示された内容に関す る評価規準の策定が求められているのである。

　 Ｃの 「参考資料」は，その重要な指針の １つ となるものである。 「参考資料」では，高等学校数

学科における教科 目標 をふまえなが ら， 「評価の観点 と趣旨」が表1の よ うにまとめ られている。

さらに，表1の ような高等学校数学科 における評価の観点及び趣 旨の下で， 「数学基礎」 「数学Ⅰ」

「数学Ⅱ 」 「数学Ⅲ 」 「数学Ａ」 「数学Ｂ」 「数学C」 の各々の科 目について，評価の観点の趣 旨
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が具体的に示 されている。

表１　高等学校数学科における評価の観点及び趣旨

　 さらに，平成11年 告示の学習指導要領において必履修科 目となっている 「数学基礎」 と 「数学

Ⅰ」については，いわゆる 「内容のま とま りごとの評価規準」 とその具体例が示 されてお り，個々

の単元の評価規準 を策定す る上で参考になる。例えば，表 ２は， 「数学1」 の内容 の うち， 「(2)

二次関数」の 「二次関数 の値の変化」に関す る評価規準の具体例である。勿論，こうした評価規準

は，毎時間の授業 レベルでの評価規準 を示 したものではない。 したがって，各都道府県や各学校で

は，生徒の実態等に応 じて，個々の単元や毎時間の授業 に関す る評価規準の作成が求められ る。

表 ２ 「数学Ⅰ」 「(2)二次関数」の 「二次関数の値の変化」に関す る評価規準の具体例

一方
， 「答申」は，評価方法や時期についても，次のような工夫を求めている。

ア．総括的な評価のみではなく，分析的な評価，記述的な評価を工夫す ること。

イ．評価を行 う場面 としては，学習後 のみな らず，学習の前や学習の過程 における評価を工夫す

ること。

ウ．評価の時期 としては，学期末や学年末だけではなく， 目的に応 じ，単元ごと，時間ごとなど

　 における評価を工夫すること。

エ．具体的な評価の方法 としては，ペーパーテス トのほか，観察，面接，質問紙，作品，ノー ト，
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　 レポー ト等を用い，その選択 ・組み合わせを工夫すること。

　これまで述べた改善点は，児童生徒個人の学習状況の評価にかかわるものである。 この他 にも，

「答 申」では，前述の(3)で言及 したよ うに，学習状況や教育課程の実施状況について，国あるいは

地域 レベルで把握す ることを求めている。例えば，後述する 「教育課程実施状況調査」などはその

一例である
。 さらに，情報開示への対応 も視野に入れなが ら，教育課程の実施状況に関する 自己点

検 ・自己評価 を各学校で行 うようにも促 している。前述の(4)はこれ にかかわるものである。このよ

うに， 「答申」は，個々の児童生徒 レベル，学校 レベル，地域 ・国 レベルで評価 の充実を指摘 して

いることになる。

　 こうした動向や指摘の興味深い点は，評価の改善を全面に打ち出しつつ も，実質的には指導の改

善をね らっていることである。学力 にかかわる先の②の指摘にもあるように，評価規準の作成では，

「生きる力」や 「確かな学力 」の育成 を考慮す ることが前提 となっている。勿論 評価 と指導は表

裏一体の関係 にあるため， 「生きる力」や 「確かな学力」の育成を盛 り込んだ評価が指導 と遊離 し

て行 われるわけではない。 「生きる力」や 「確かな学力」を評価す る規準や基準を作成す るのであ

れば，指導においても，その育成が当然工夫 されなければな らない。いわゆる 「指導 と評価 の一体

化」は，こうした期待を込めた用語であ り， 「答申」のキーワー ドといってよい。評価規準を具体

化する作業を通 じて，究極的には， 日々の指導を反省 し，授業改善 を図ることを教師側に求めてい

るのである。 したがって，評価の改善に関す る今 日的議論が単なる評価方法の技術的側面のみに と

どまるのではなく，自ら学ぶ意欲や思考力 ，判断力 ，表現力 な ども含めた広義の学力 観に基づ く授

業改善にまで連動 してい くことが重要 といえよ う。この点こそが今 日的な評価の改善の本質的かつ

重要なポイン トである，と考える。

２．「４つの観点」に墓づく評価の工夫

　前節では，今 日的な評価の動向 とその背景について概観 した。既 に述べたよ うに，高等学校の各

教科 ・科 目の評定については，従来から， 目標に準拠 した ５段階評価 とされてきたけれ ども， 「通

知」において， ４つの観点によす評価 を行 うべきことがより一層明確に示されたことになる。それ

とともに，評価の在 り方の工夫 ・改善を図るための方策 として，具体的な評価規準を設定す ること

になったことが，高等学校における評価の改善にかかわるもう１つの重要なポイン トである。

　高等学校 において， ４つの観点による評価が強調されるようになった背景には， これまでの評価

が，中間試験や期末試験 といったペーパーテス トによす 「知識 ・理解」の評価を中心 とするもので

あった ことを指摘す ることができよう。 したがって，今後の評価 の改善においては，例えば，中間

試験や期末試験のようなペーパーテス トをは じめ， 日々の小テス トな どにおいても， ４つの観点を

みる問題 を工夫 し盛 り込む ことが重要である。この点については，前述の 「参考資料」においても，

次のような指摘がなされている。

　 《……ペーパーテス トについても， 「知識 ・理解」の評価に偏ることな く，「関心 ・意欲 ・態度」，

「思考 ・判断」， 「技能 ・表現」の評価 も含め，生徒の資質や能力 を多面的に把握できるよ うに

す ることが重要である。 さらに，設問のね らいを評価規準 との関連において明確に し，個 々の問

　題 を正答 したのか，仮に正答に達 しなかったとしてもどこまでの解答ができたのか，全体では何

　 割の正答を得たのかといったことが，学習の実現状況 と結び付いて解釈できるよう，問題 の内容

　 を更に工夫改善することが求められ る。》 （「第 ３章　各学校における評価の工夫改善等」， 「１

各学校における評価規準の設定，評価方法の工夫改善」， 「(2)各学校における評価方法の工夫改
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善）

　 こうした視座からの評価問題の開発にあたって， 「平成14年 度高等学校教育課程実施状況調査

（数学1） 」 （国立教育政策研究所教育課程研究センター，2004； 以下，「実施状況調査」）における

ペーパーテス ト調査は，次の ２つの点において示唆に富む ものである。その第 １として，　 「実施状

況調査」の問題は ４つの観点に基づいて作成 されているため，文字通 り，４つの観点に基づ く評価

問題の具体例になるとい う点である。第 ２は，調査結果についても， ４つの評価の観点からの考察

がなされてお り，評価の観点に基づ く指導上の改善点が指摘 されている点である。

　 「実施状況調査」は，平成14年11月 に国立教育政策研究所 によって実施 された ものであ り，平

成元年告示の高等学校学習指導要領 に基づ く教育課程について，その実施状況の調査を 目的 とす る

ものである。高校 ３年生を対象 としなが ら，「数学Ⅰ」の内容に関するＡ問題， Ｂ問題の ２種類のべ

ーパーテス ト調査が実施 された。両問題 の被験者数は，それぞれ約16000人 である。また，この 「実

施状況調査」では，生徒 と教師の意識を調査す るために，質問紙調査 も実施 されている。

　 さて， ４つの評価の観点のうち， 「知識 ・理解」をみる問題 は，高等学校 における従来の中間試

験や期末試験の問題の中心であ り，その問題の作成は比較的容易であると考 えられ る。そ こで，以

下では， 「図形 と計量」における 「三角比」 「三角比 と図形」の内容 を例に しなが ら， 「関心 ・意

欲 ・態度」 「数学的な考え方」 「表現 ・処理」にかかわる問題を取 りあげてみたい。

［A８ ］

８正弦定理　 を証明する授業で，まず右

の鋭角三角形ABCに ついて　 が成 り立つ こ

との証明の仕方を考えています。

　明 さんは次の ような考えを述べま した。

右の図のように頂点Ｃか ら辺 ＡＢに垂線ＣＤを引く。

ＣＤの長 さをもとに して考えれ ば証明で きると思 う。

明 さんの考えを参考に して，鋭角三角形ＡＢＣについて　 が成 り立つ こ

との調 を　 の中に書きなさい。

－185－



　上記Ａ８ は， 「明 さんの考え」 をもとにしなが ら，鋭角三角形 において正弦定理が成 り立つこと

を証明す る問題である （国立教育政策研究所教育課程研究センター，2004，pp.66-68） 。正弦定理

が図形 の計量の考察に有用であることに気付き，活用しよ うとしているか どうかをみ る問題である

とともに，「明さんの考 え」を参考にしながら，正弦定理の証明を的確 に表現できるか どうかをみる

問題で もある。その意味で，Ａ８ は， 「関心 ・意欲 ・態度」及び 「表現 ・処理」の観 点に関す る問

題 として位置づけられている。

　Ａ８ の通過率は24.0％ であ り，設定通過率40％ を下回ってお り，決 して良好 とはいえない。 ま

た，「無解答」が61.9％ にも及んでいる点 も大 きな課題である。通過率の低 さや無解答の反応率の

高 さを鑑み るとき，証明の過程を丁寧に理解 させ ることが重要であるとともに，それを言語的表現

や記号的表現 によって，適切に表現す る能力 を育成す ることが求められ る， といえよ う。

　次のＢ８ は，余弦定理 に関す る問題であり，日常的な場面において，三角比を活用 しなが ら長 さ

や角度を求めることができるか どうかを問うものである（国立教育政策研 究所教育課程研究センタ

ー，2004，pp.68-69） 。

［Ｂ８］



８邦子
さんは，図 １の よ うに写真 の

パネル を壁にかけよ うとしています。

　　 図2は ，邦子 さんがパネル をかけ

　 た状態 を想定 し，真横か ら見た様子

　 をかいたものです。

　 点Ａはパネルの下端，点Bは ひ も

　 を留める壁の位 置で， ともに固定 さ

　 れています。 また，点Cは ひ もを留

めるパネルの上端で，ＡＢ＝100㎝ ，

ＡＣ＝80cmで す。

邦子さ んは，パネルが見 やすい ように （図1）（図2）

BCを いろいろな長 さに変えています。

　 ＢＣ＝40cmと すると，∠ＣＡＢの大き さはおよそ何度になるで しょうか。下

の正弦定理 または余弦定理を参考に して， ∠ＣＡＢの大きさに もっとも近い整数

値を問題の最終ページの三角比 の表を用いて求 め・その値 を　 の中に書

きな さい。

（15

　 この問題では，正弦定理 と余弦定理は示 されているが （問題文 中では略），この問題の解決にあた

っては，どちらの公式を利用すればよいか とい う判断をはじめ，式の変形，正確な計算，三角比の

表か らの適切な活用など，総合力 が要求 され る。その意味で，Ｂ８ は，「関心 ・意欲 ・態度」及び

「数学的な考え方」の観点に関す る問題 として位置づけられている。

　 Ｂ８ の通過率は31.0％ であり，設定通過率45％ を下回っている。また，この問題においても，「無

解答」が42.3％ に及んでいる。Ａ８ やＢ８ に関す る調査結果より，正弦定理や余弦定理を問題解決

に活用す る能力 において大きな課題がある， といえる。 したがって，これ らの内容の学習にあたっ

ては，建物の高 さや斜面の角度を求めるといった正弦定理や余弦定理 を活用する場面 を実際に取 り

あげながら，正弦定理や余弦定理の理解を図っていくことが重要である。

　以上，「興味 ・関心 ・意欲」や 「数学的な考 え方」「表現 ・処理」に関する問題の具体例を概観 し

たが， 「三角比」や 「三角比 と図形」以外の内容に関する問題 も含めて， 「実施状況調査」におい

て出題 された問題群を評価の観点別に整理 し，各問題の設定通過率 と比較 した ものが表3で ある（国

立教育政策研究所教育課程研究センター，2004，p.10； 一部筆者修正）。
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表３　評価の観点別にみた問題ごとの設定通過率との比較

（注）Ａ ：設定通過率を上回すと考えられるもの，Ｂ ：設定通過率 と同程度 と考えられるもの

Ｃ ：設定通過率を下回ると考えられるもの

　表 ３をみると， ４つの観点すべてにおいて 「設定通過率を下回ると考えられる」問題が多 く， ど

の観点の通過率も設定通過率を下回っていたことがわかる。一方，観点ごとの通過率を比較すると，

４つの観点の中では，「知識 ・理解」に関す る問題の通過率が最 も高 く，他の３ つの観点の指導の充

実が特に求められる。

　 「実施状況調査」の問題は，あくまでペーパーテス ト形式のものである。 「指導 と評価の一体化」

とい うキーワー ドによって強調 されているように，実際の指導においては，個々の内容や 目標にそ

って，４つの観点を意識 した指導計画を具体化 し，指導を改善す ることが望まれ る。また，５4つの

観点に基づいて，生徒の理解 の実態を分析的に考察し，指導にフィー ドバ ックす ることも重要であ

る。

３．高等学校数学科における指導上の改善点と「離散数学」の教材に対する期待

　 「実施状況調査」では，ペーパーテス ト調査の結果や，教師質問紙調査及び生徒質問紙調査の結

果に基づきなが ら，高等学校数学科における学習指導上の改善点が指摘 されている。そのポイン ト

を要約すれば，以下のとお りである（国立教育政策研究所教育課程研究センター，2004，pp.109-115）。

(1)基本的な概念や用語 ・記号の意味の理解 など，基礎 ・基本の確実な定着を図ること

(2)授業の中で，生徒一人一人の考えを生かす指導を工夫すること

　　 ①多様 な考えによってアプ ローチできる教材を開発す ること

　　 ②生徒の誤答や誤った考えを授業において積極的に活用すること

　　 ③問題解決の過程を振 り返 る機会を授業に積極的に取 り入れ ること

　　④ コンピュータや電卓な どを積極的に活用す ること

(3)生徒が 自分の考 えを表現 し合い，お互いの考えを比較 した り検 討 した りす る授業を工夫す るこ

と

(4)数学学習の意義や必要性を実感す る授業 となるよう工夫す ること

　これ らの指摘は 「数学Ⅰ」の学習指導上の改善点を指摘 したものではあるが，その多 くは，他の

科 目にも共通するものであると考える。

　こうした指導上の改善点を意識 しなが ら，「実施状況調査」において明 らかになった 「関心 ・意欲 ・

態度」や 「数学的な考 え方」や 「表現 ・処理」 といった各観点にみ られ る課題を克服す る上で，「離

散数学」の教材は有益である， と考える。例えば，グラフ理論の教材 など，離散数学にかかわる教

材の多くは，具体的な事象を数学化 しなが ら，事象の本質的構造を数学的モデルに翻訳 し，それを

数学的に処理す る過程など，いわゆる 「数学的活動」を体験 させる豊富な場面を提供 してくれる。

－188－



また， 日常事象 との関連性 も強 く，その問題の解決を通 して，数学の有用性 を感得 させ る上でも有

用であると考 える。 さらに，離散数学の教材によって，生徒たちの多様な考えを引き出しながら，

自分の考えを表現 した り，他者の考えと比較検討する機会を増やすことも可能になるとも考えられ

る。 この ような理由か ら，離散数学にかかわる教材は，上述の課題の克服に とって有望であると思

われる。その意味で，今後，離散数学の教材 とその評価方法に関す る一層の研究開発が期待され る。
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離散数学の授業における生徒の学習活動の評価

　 二宮 裕之

埼玉大学教育学部

【要約】離散数学を課題 とする学習活動では、生徒は 「言葉での説明」を有効に活用 し表現 してい

くことが求め られてくるとの想定のもと、数学教育における記述表現，並びに記述表現活動について

の先行研究、及びその具体的な事例について検討 した。更に、記述表現を評価する枠組み として、

評価のための規準(Criteria)を設定 し、その記述尺度(Descriptive Scale、 ルブ リックと呼ばれる)を

もとに評価者 の一般的 （全体的）印象を評価する 「全体論的評価法」について考察 した。そして、

具体的事例 として鳩 ノ巣原理 の授業での問題 を取 り上げ、生徒の記述の事例 と全体論的評価におけ

る記述尺度（ルブ リック）の案 を示す ことで、全体論的評価法の具体例を提案 した。

1． は じめに

　本研究における平成17年 度報告書において長尾 ・長崎(2006)は 、新 しい教材 開発の必要性の一つ

として 「(2)数学 をじっく り考えさせたい」 とい う点をあげ、その詳細について以下のよ うに述べ

ている。 （p.6、傍線筆者）

数学が分かるようになるためには。基本的な概念を批判的に、試行錯誤 しなが ら学ぶことが必

要である。中学校の内容 を十分に身に付 けず高等学校に入学 して くる生徒が少な くない と言わ

れ る現状を考慮すれば、あま り多 くの予備知識 を仮定 しなくても、それぞれの生徒が自分な

り　 のやり方至 で錯誤しなが らアプローチでき、じっくり えることので　る内容 をも準備す る

必要がある。

また景山(2006)は 、離散数学の特徴の一つ として 「(4)アル ゴリズムの開発 が中心的な課題の一つ

である（p.11、傍線筆者）」 ことをあげた。そ して離散数学に関連 した教材で育成できる特性の一つ

として 「(7)言葉での説明 が多　いことに起因す る論理的表現力 （p.12、傍線筆者）」をあげている。 更

に、指導上の留意点として以下の3点 をあげた。 （p.13）

　 (1)多 様で十分な思考活動時間の確保

　 (2)ア ルゴリズムの背後にある考 え方やアイデアの意識化

　 (3)基 本的にはグループ学習形態での実施 （一斉授業では行わない）

　高等学校数学において離散数学を導入す る際、「多様で十分な思考時間」を確保す ることは、自分

な りのや り方で試行錯誤 しなが らじっくり考え、アル ゴリズムの背後にある考え方やアイデアの意

識化を促す ことになろう。またグループ学習形態を基本 としてアル ゴリズムの開発 を中心的な課題

の一つ とす ることから、多様 な回答が生み出されることが想定され る。 これ らの特質から、離散数

学を課題 とする学習活動では、生徒は 「言葉 での説明」を有効に活用 し表現 していくことが求めら

れて くる と考えることができる。

　本稿では、言葉での説明に代表 される 「言語的表現による記述」が数学学習において活用 されて

いる先行事例を検討 した上で、それ を評価する方法 として 『全体論的評価法』の離散数学の学習課
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題 へ の援 用 につ いて提案 す る。

２．記述 表現 を活用す る数学 学習 の事例

　米 国数 学教 師協会(National Council of　Teachers of Mathematics，NCTM)が1989年 に刊行 した

『学校数 学 にお けるカ リキ ュラム と評価 のス タン ダー ド(Curriculum and Evaluation　 Standards

for School Ma七hematics、NCTMス タン ダー ド)』は、 アメ リカ国 内は もちろん、世界 の数 学教育

に影響 を与 え るもので あった。NCTMス タンダー ドでは、全学年 に共通す る基準 として 「コ ミュニ

ケー シ ョン として の数 学」 をあげ 、算数 ・数 学学習 にお ける コミュニ ケー シ ョンの重要性 を指摘 し

て い る。例 えば、 ス タンダー ドで掲 げ られ てい る 「生徒 のための新 しい 目標」5つ の うちのひ とつ

に 「数 学的 に コ ミュニケー シ ョンす るこ とを学 ぶ」があげ られ てお り、「生徒 は、 自分 のアイデ アを

コ ミュニ ケー シ ョンす る時、 自分 の思考 を明 らか にで き、洗練 し、整理 す る こ とを学 ぶ」 といった

指 摘がみ られ る(p.6)。 また 、「口頭 ない し筆記 で考 えた過 程(thinking)を 説明す る こ とを促 され る発

問(Problemquestion)は 、表 現 してい る考 えを生徒 が よ り明確 に理解す るこ とを促 す 」(p.27)、 「知

識 は、話 し合 うこ と、書 くこと、言 うこ と聞 くこ と、読む ことを通 して獲得 され る」(p.214)、 とい

った記述 に見 られ るよ うに、生徒 は表現す るこ と （コ ミュニケー シ ョン） を通 して数 学 を学 習 して

い くとい う主 張が展 開 されて い る。更 に、 「数学 を表現 した り、議論 した り、読 んだ り、書 いた り、

聞い た りす る ことは、数 学 を学び用 い る際 の主要 部分で あ る」（p.26）、 「す べて の生徒 は、数 学の考

えを聞 き、それ につい て読 み 、書 き、話 し、反省 し、証 明す る広範 な経験 を必 要 とす る」（p.140）、

「書 くこ とは （学校 ）数 学 において ごくまれ に しか使 われて こなか った コミュニケー シ ョン技能 で

ある。それ は、 と りわけ重要 で ある」(p.28)、 とい った記述 か ら、 コ ミュニ ケー シ ョンの様 々な形

態 の 中で記述 による表 現 を重視 してい るこ とがわ かる。つ ま り記述表 現 を、算 数・数 学学習 におい て

従 前か ら行 われ てきていた 口頭 で の コ ミュニ ケー シ ョン （話す こ と、 聞 くこ と、議 論） と等 しく重

要 な もの と して い るの であ り、更 に これ までの算数・数 学学習 において あま り行 われて きてい ない と

い う点か ら、特 に記述表現 活動 の重 要性 を強調 してい る。

　 この よ うな勧告 を受 け、1990年 代半 ばにはNCTMス タ ンダー ドに準拠 した新 しいカ リキュラム

が次 々に刊 行 され た。NCTMス タンダー ドで は数 学的記述 表現活動 の重要性 を明確 に示 している。

従 って、ス タンダー ドに準拠す るこれ らのカ リキ ュラムでは、いずれ も 「書 くこ と」 が重要 な位 置

を 占め るこ ととな った。本小節 で は、NCTMス タンダー ド準拠 カ リキ ュラム にお け る 「書 く」活 動

の具 体的事 例のい くつか を示す こ とで、数 学 学習 にお いて記述表 現 を活用す る事例 を紹介 したい。

(1)STEMカ リキ ュラムにお ける 「Extend　Exploration(E2)」 課題

　 STEMカ リキ ュラムにお ける特徴の一 つ に 「Extend Exploration(E2)」 と呼 ばれ る課題 が ある。

E2は 日常的 な場 面 でのか な り複雑 な数 学的事象 を取 り上げた もので、通 常 １～２ 週 間かけて主 に家

庭 学習 として 問題解 決 を行 う。 そ して生徒 は 自分 な りの解答 を レポー トの形式 に して提 出す るもの

で ある。 例 えば、第 ７学年 で 図 １の よ うなE2の 課 題が ある（Billstein et，al.，1999，p.116） 。 そ して

この課題 に対 して ある生徒は 図２ の よ うな記述 を行 ってい る(1)。
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図1　 STEMカ リ キ ュ ラム にお け るE2の 問 題 （Billstein et．al.，1999，p.116）
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　ある人が遭難 して、あなたが55人 の人に連絡を し救助を依頼す る場合、下図にあるように、あな

たが２ 人に連絡 しその２人がそれぞれ他の２人に連絡 し、とい う風にな ります。ここにはい くつか

問題点があって、例えば家を留守に していた り電話が聞こえなかった りといったこともあ りえます。

そこで、全員がポケベルか携帯電話 を持っていて、誰 がどこにいても必ず連絡が取れる とい うこと

に します。 もうひ とつの方法は、全員が どこにいるかを表示す る装置をみんなが持っていて、ボタ

ンひ とつで全員に連絡 が取れ るといった場合です。そ うすれば、いちいち全員 に電話を しなくても

済みます。

　私が問題解決に用いた方法は、すべての人 と連絡をとるためのまた別の考え方です。私は問題解

決の補助 として表 も用いま した。それか ら、解法はすべて私の頭の中で考えま した。 この方法で問

題解決を行 った理 由は、それが簡単で、かつそれでも正確で、さらにいろいろな方法で考えること

ができるか らです。55人 に連絡をとる方法 を考 える際に、私は表をつ くりま した。

　 私は、すべての人がポケベルか携帯電話を持っていると仮定 しました。 このことか ら、全員 と確

実に連絡を とることができます。1．すばや く連絡をすること、２ ．全員もれな く連絡す ること。そ

うすれば、連絡 ミスを防 ぐことができます。

　 私がポケベルや携帯電話に連絡 をする際に、携帯電話で４～５ 分、携帯電話は３回ベルを鳴 らし

てお よそ５分 とします。約半数 の人がポケベルを持っていて、残 りの半分が携帯電話を持っている

とします。ポケベル27人 、携帯電話28人 、とす ると、連絡に要す る時間 は4時 間58分 にな ります。

図２　 STEMカ リキュラムのE2課 題 に対す る生徒の記述の事例(1)

(2)IMPカ リキュ ラム におけ る 「ポー トフォ リオ ・カバー レター」

　IMPカ リキ ュラムにお ける大 きな特 徴の一 つがポー トフォ リオの作成 で あ る。１ ヶ月 か ら１ ヶ月

半程度 の期 間で学習 され る各 単元 のそれ ぞれ にお いて、単 元の学習 の総 ま とめ として ポー トフォ リ

オ は作成 され る。 そ して 単元 の学習 の総 ま とめ としてカバ ー レター と呼 ばれ る レポー トを作成す る

こ とが、 ポー トフォ リオ作成 にお ける最 も重 要な 作業 とな る（Green，1997，p.34）。 図３ は第９ 学年

の方 程 式 の単 元 「Solve It！」 での ポー トフォ リオ作成 につ い ての教 科書 の記述 で あ る（Fendel　et．

al.，1998(a)）。また、生徒 が作 った この単元 のポー トフォ リオの カバ ー レターの事例 （２）を図 ４に示す 。

－193－



図3　 ポー トフォ リオ作成 につ いての教科書 の記述 （Fendelet,al.,1998（a）,p.225）

　私の名前はShannon Lindgun、Patrick Henry高 校の生徒です。IMP2の 数学の時間で、私たち

はちょうど 「Solve It！」の単元が終わった ところです。

　この単元では、方程式やグラフの問題 を解 くことを学びました。私たちが学習 した数学的 トピッ

クは、幾何 と代数です。

　 POWと い うのは今週の問題のことです。 この課題は多くの思考を要求 してきます。私が気に入

ったPOWはPOW0で す。なぜならそれはとてもや りがいがあったか らです。

問題の考え方を会得す るまでに、かな りの時間が必要で した。次の単元のPOWで も、この単元で

私がやったよ うに、よ りよいPOWを 行 う予定です。

　宿題や授業課題は私に とって重要でした。 とい うのも、私はそれを一生懸命行い、そのいくつか

は理解す るのにとても大変だったか らです。

　この単元で私は、方程式の解 き方 とそれをグラフ上に表す ことについて学びま した。私は宿題や

授業での課題をきちん と行いま した。 （しか し）授業に集 中する必要があるみたいです。

Shannon Lindgun

図4生 徒が作成 したカバー レター（2）
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３．数 学学習 にお ける記述表 現 を評価 す る枠組み

　記述表 現 を評 価す る方法 としてす べて の教 科領域 にお いて用 い るこ とので きる もの の一つ に 「全

体論 的評 価 法（Holistic Grading／Holistic　 Scoring） 」が あ る。 この評価 法は、従 来の標 準化 され た

規範参 照的 テス ト（norm－referenced　 test）に よる評価 に代 わる もの として、特 に1990年 代 の教 育改

革 に お け る 「学 習 評 価 の 再 設 計 （Redesign） 」 を 求 め る動 き の 中 で 注 目 を集 め た もの で あ る

（Ainsworth　 et，　al.,1998，p.1）。 この方 法 は一貫性 をもって短時 間 に多 くの記述 を評価す るこ とがで

き る、公 平かつ効果 的 な方 法で あ るとされ てい る（Anson，1997，p．89）。具体 的 には、評価 のた めの規

準 （Criteria）をい くつ か設 定 し、読者 （評価 す る人）の一般 的 （全体 的）印象 をそれ らの規準 に照 ら

し合 わせ評 価す る ものであ る。評 価 の規準 を も とに した記述 尺度 はル ブ リック（Rubric）とも呼 ばれ 、

評 価が主観 的 にな らない よ うにす る働 きを もつ（Bratcher，1994，p.44） 。ル ブ リックにつ いては数学

教 育 の分 野で も紹 介 され てお り、Assessment　 Standards for School Mathematics（NCTM，1995）

はル ブ リックを 「課題や活 動 の採 点 を方 向づ け るよ うな、信 頼 で きる一連 のルール （p．90）」 として

い る。

Anson（1997） は全体論 的評価 法の手順 を図５ の よ うに述べ た。

（1）評価規準を設定する。

（2）規準に従い記述尺度（Descriptive kale）を設定す る。 （＝ルブ リックの作成）

（3）評価規準を鮮明にす るようなモデル答案を選ぶ。

（4）いくつかの答案 を評価 し判断の規範をつ くる。

（5）評価 を行 う。判断に困るケースについては最後に再検討す る。

図５　 全 体論 的評価 法の手順 （Anson，1997，p.89）

そ してこの評価法を図６のように特徴づけている。

・複数 の教師が協同して指導す る際に有効である。

・（規準を示すことで）教師が求めるものを生徒が理解することを助け、生徒がよ りよ

　い活動を行 う動機 となる。

・（記述の）包括的な印象を得ることがで きる。

・すばや く行 うことができる。

・この評価法は 「規準」に大きく依存 してお り、その規準はあ らかじめ決定 しておか

　なくてはならない。

図６　 全 体論 的評 価法 の特徴 （Anson，1997，p．89）

　この中で特に図6に おける 「この評価法は 『規準』に大き く依存 してお り、その規準はあらかじ

め決定 しておかなくてはならない」とい う指摘は、全体論的評価法の特質を非常によく表 している。

生徒の記述 を見てい く際には必ず 「どのような観点か ら評価 していくのか」 とい う 『規準』 を明ら

かにしておかなくてはならない。 しか し同 じ記述 を評価 してい く際にも、例 えば 「順序だった記述

がなされているか」「事実をきちん と説明できているか」「用語 を正 しく使えているか」「新 しいアイ

デアが盛 り込まれているか」「心情がよく表れているか」など、その評価の観点は様 々に存在するは

ずである。つま り、 どのような観点で評価 を行 うかについて予め 『規準』を作成 してお くことによ

り、様々な観点か ら全体論的評価 を行 うことが可能 とな り、一つの記述について多方面からの評価
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が 可能 とな るのであ る。

　 そ して 設 定 され た 規準 を よ り具 体化 し、 実 際 の評 価 を行 う際 の指 標 と した ものが ル ブ リック

（rubric）で ある。Aillsworth　 et，al．（1998）はルブ リックの一般 例 を表1の よ うにあげて い る。

表１　 ルブ リックの一般例 （Ainsevorth et．al.,1998，p.5）

そ して算数 数学教育における記述表現に対 して、ルブ リックを用いた全体論的評価法の事例 として、

５年生の 「割合」の課題 を例に とり図 ７ように説明している。

学年 ：５年生

課題に対する評価規準

　 1．割合に関する用語を見いだすために割合概念を用いているか

　 2．最も得な買い物 を見いだすために割合を用いているか

課題

割合 の概念を用いて、以下に示す箱入 りのレーズンの中で最も得なものが どれであるかを考えなさ

い。 自分の考えを説明するために、ポス ターを作成す ること。

ルブ リック

A： 正 しい答 えを得ている。正答に対 して分か りやすい説明をしている。ポスター形式の見やすい

作品に仕上がっている。完成度が高 く簡潔 にまとまっている。

B： 正 しい答えを得ている。正答に対 して分か りやすい説明をしている。 もう少 し簡潔 にして完成

度 を高めた方がよい。細かい ところが抜けている。

C： 誤った答えを得ている。答えに対す る説明が分かりにくい。簡潔にま とまってお らず、ボスタ

ーのようには見 えない
。

D： 誤った答えを得ている。不完全であ り、重要な事柄が抜けている。課題の指示に従っていない。

　図7　 全体論的評価の事例 （Ainsworth　et.al.，1998，p.94）

　 このような課題 に対 して児童が書いた具体的な記述の一つは図８ のように示 され、「A段階のすべ

ての規準を満たしている」ことか らこの児童の記述をA段 階のものとして評価 している。
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図８　 児 童 の記述 の事例 （Ainsworthet.al．,1998,p.95）

　また Countryman（1992） では、California州 で採用 され た新 しい評価法 として 、オー プ ンエ ン ド

な課 題 に 対 して ル ブ リ ッ ク を用 い て評 価 す る方 法 が 紹 介 され て い る（pp,78-79）。 こ こで は 、
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California州 で 用 い られ い る 「一 般 的 な ル ブ リ ッ ク（generalscoring rubric） 」 が 図9の よ うに 示 さ

れ て い る。

図9　 The general　 scoring rubric in usein California（Countryman,1992,p.79）

さ らに、NCTMス タ ンダ ー ド準拠 カ リキ ュ ラムの ひ とつ で あ る 「lnteractive Mathematics

Program（IMP） 」 カ リキ ュラム には、ルブ リックを用い た全体 論的評価 法 を生徒 に指導す るた めの

教材 があ る（Fendelet.al.,1998（C） ）。 この教材 は、生徒 が 自分 た ちの記述表 現 を実際 に評価 す る こ

とで数 学的記述 表現 の評 価 法 を学 ぶ もので あ る。 そ して質 の高い数 学的記述 表現 の要件 を見 出す こ

とを通 して 、生 徒 が 自 らの数 学 的 記 述 表 現 の質 を向 上 させ る こ とを 目指 して い る。Fendel et,
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al.（1998（C））は全体論的評価法を 「採点項 目を個々の作業 ごとにポイ ン ト制で評価す るのではなく、

全体 として評価 してい く」ものとして特徴づけている。そ してその一例 として6点 満点の尺度を用

い、その大まかな分類を図10の ようにしている。

０点～ ２点 ：要点がまとめ られていない答案

３点～ ４点 ：必要要件を満た している答案

５点～ ６点 ：特に素晴 らしい水準の答案

図10　 ６点満 点 の尺度 の大 まか な分類 （Fendel　et．al.,1998(C),p.8）

また、図11に 示す よ うな 、 ８×８の桝 目でで きてい るチ ェス ボー ドの 中にあ る様 々な大 き さの正方

形 の総和 を求 める問題 （「チェス ボー ドの正 方形」問題 ）を例 に と り、この課 題 につ いて の記 述表現

を評価 す るた めの具体的 規準 の記述 尺度 と して図12の よ うなル ブ リックを示 してい る。

図11　 「チ ェス ボ ー ドの 正 方 形 」 問題 （Fendel　 et．al.，1998（C）,p.5）
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０ポイン ト：全 く記述がなかった り、何も議論 をせずに単に答えのみを書いている場合。

１ポイン ト：何 らかの記述をしようと試みているが、全 く問題 を理解 していない場合。問題

　 をきちん と説明は しているが、それ以上の進展が無い場合。

２ポイン ト1問 題 を解き始め、 １×１か ら８×８までの異なる大きさの正方形があることに

　 ついて触れているもの。ただ し、それ以上の進展はない。答案 には図がかかれている。

３ポイン ト：問題への理解を示 し、それを探究するための道具 （方法） を示 している場合。

　 探究が不完全で結論が間違 っていて もかまわない。

４ポイン ト：最後まで説明ができていて、明確な説明とともに正答が得 られている場合。（単

　 純な計算 ミスは許され るものとす る。）答案には、どんなパターンが発見 されたかが適切

　 な説明とともに示されている。

５ポイン ト：何 らかの問題の拡張が示 されてい る場合。答案 には、最小の正方形か ら最大の

　 正方形まで （或いはその逆）の経過が図に示 され、それぞれの大きさの正方形がどのよ

　 うに数 え上げられたかについて詳 しい説明がなされている。それぞれの大きさの正方形

　 の個数は ２乗の数になってお り、このことが どのようにしてパ ターン化 されたかについ

　 ても説明 されている。

６ポイン ト：様々なサイズのチェスボー ドにおける正方形の数の見つけ方へ と一般化 してい

　 る。そ して記述表現がきちんとなされている。答案には、解答が総和(summation)で あ

ることが明確に記述 されている。特殊なケースについて与えられたどんな整数の答 えに

　 対 しても、それを正当化できる．すべての記述が適切な例 とともにな されている。

　図12ル ブ リックの具体例 （Fendel　et.al.,1998(C),p.12の 日本語訳）

そして このように作成されたルブ リックをもとに、モデル答案の選択、判断の規範づ くりな どが進

められる。

　これ らの先行研究における全体論的評価法に関する記述をもとに考察する と、図13に 示すよう

な 「数学的記述表現の全体論的評価法の枠組み」が構築 され る。

(1)課 題の内容 に即した 「評価規準」を 設定 する。評価規準は課題 を提示する際に児童 ・

　 生徒に示 し、よりよい記述表現活動が行われるよう促す。

(2)評 価規準に従い、ルブ リックを作成する。

(3)モ デル答案を複数選び、評価判断の規範 を定める。

(4)評 価を行う 。 尚、判断に困るものは最後に再度検討する。

図13数 学的記述表現の全体論的評価法の枠組み

４．離散数学の学習における記述表現の評価の事例

　本小節では、鳩 ノ巣原理 を題材 とした研究授業(3)において実際に用いられた問題 を取 り上げ、生

徒の実際の記述を具体例 として、全体論的評価の事例を提案 したい。 この授業では、鳩 ノ巣原理の

導入がなされた後、その応用 として図14の ような問題がだされた。
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１年 Ｃ組 あ組生徒14人 の中には、同じ星座の生徒が必ずいることを証明せ よ。

図14　 鳩 ノ巣原理の応用問題

図15は 、 あ る生徒 の解 答 であ る。

星座 は12種 類 あ るの で、14人 の生徒 の 内、2人 はだぶ る。 よって、 同 じ星座 の人 は必ず

2人 以上 い る。 （鳩 ノ巣原理 に よ り）

　 図15　 ある生徒のワークシー トにおける解答

他 にも様々な解答が想定されるが、例えば図16に 示すよ うなルブ リックを作成 し、生徒の記述を

全体論的評価法 によって評価す ることを提案 したい。

０ポイン ト：全 く記述がなかった り、何 も議論をせずに単に結論のみを書いているもの。

１ポイ ン ト：何 らかの説明を しようと試みているが、鳩 ノ巣原理 を適用 しているとは見なせ

　 ないもの。状況の説明はなされているが、その理 由が明確ではないもの。

２ポイン ト：鳩 ノ巣原理 に言及 し問題場面に適用 しようとしているが、その論拠が不明確な

　 もの。

３ポイ ン ト：問題場面に鳩 ノ巣原理を適用 してい るもの。鳩 ノ巣原理は概ね理解 していると

思われ るが、「鳩」と 「巣」に相等す るものがそれぞれ何であるのかを明確に説明できて

いない。

４ポイン ト：「鳩」と 「巣」に相等するものがそれぞれ何であるのかを明確 に説明した上で、

　 鳩 ノ巣原理を問題場面に適用 しているもの。

図16鳩 ノ巣原理の問題 に対する記述 を評価するためのルブ リック（案）

図15に 示 した生徒の解答は、図16の ルブ リックにあてはめて全体論的評価を行 うと、3ポ イン

トとして評価 され る。

５．おわ りに

　本稿では、離散数学を課題 とす る学習活動において生徒は 「言葉での説明」を有効に活用 し表現

してい くことが求 められてくるとの想定のもと、数学教育における記述表現についての先行研究、

並びに具体的な事例について検討 した。更に、記述表現を評価する枠組み として 「全体論的評価法」

について考察 し、具体的事例 として鳩ノ巣原理の事例を取 り上げた。そ して、具体的問題例 と生徒

の記述に対するルブ リック（案）を示す ことで、全体論的評価法の具体例 を提案 した。

　今後の課題 として、多 くの実践を通 して生徒の活動（記述）の事例を収集 しその詳細 を分析す るこ

とで、以下の諸点を解決す ることがあげられる。

① 離散数学の学習活動において生徒が どのよ うな学習活動（記述活動）を行 うべきであるかの規範

　 を確立 させること。

② 生徒の学習活動の様相の分析を通 して、学習課題 （数学的内容、並びに生徒への提示のしかた）

　 について更なる精査を行 うこと。

③ 生徒の記述を評価す る記述尺度（ルブ リック）の確立。特に、生徒の実際の記述の様相に即 した記
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　 述尺度の事例を集 めること。

④ これ らの課題の検討 を進めていくための前提 として、学習活動における 「思考」と 「記述」 との

　 間の関係についての捉え直 し、 「表現（記述）すること」をより重視 した学習指導を進めていくこ

　 と。

注

(1)ア メ リカ ミネ ソタ州Maplewood郡 、　John　 Glenn　 Middle　 School、　Judy　 Rohde教 諭 の実 践

　 　 か ら。

(2)ア メ リカ ミネ ソタ州Minneapohs、 　Patrick　Henry　 High　 School、　Jane　 Kostic教 諭 の実践 か

　 　 ら。

(3)平 成18年12月18日 、東京都 立芝商 業高等 学校1年B組 の授 業 （茂 出木祥 高教諭 ）か ら。
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